Teoria de la Medida. Curso 2003-2004.

Capitulo V. Teorema de Radon-Nikodym. Descomposiciéon de Lebesgue. Teo-
rema Fundamental del calculo.

Sea 1 es una medida con signo cuya descomposicién de Jordan es p = put — p~. Una
funcién medible f es integrable con respecto a p si lo es con respecto a |u| y se escribe por

definicidn:
[ran=[sant~ [1an

Se dird que f es integrable en E cuando fypg sea integrable y se pondra en ese caso:

/Efduz/fxEdu~

Por otra parte, se dice que una medida con signo v es abosultamente continua con respecto
de otra medida con signo p si se tiene que v(E) = 0 cada vez que |u|(E) = 0, lo cual
representaremos por v < [i.

1. Demostrar que f es integrable con respecto a u si y solo si es integrable separadamente
con respecto a las medidas pu* y p~. Probar:

[ 5 aul < [ 171 dll

2. Demostrar que el teorema de Radon-Nikodym es valido si p es una medida con signo
o-finita.

3. Sean v y p medidas con signo o-finitas de forma que v es absolutamente continua con
respecto a p, es decir v < u. Pruébese entonces que el conjunto:

dp
{m:%:()}

tiene medida v cero.

4. Sean v y pu dos medidas con signo o-finitas tales que v < pu. Demuéstrese que para
cada funcién ¢ que sea v-integrable se tiene que la funcién ¢(0v/0u) es u-integrable y se

satisface la identidad:
ov
/ @ dv = / p— dpu.
O

[Indicacién]. Considérese primeramente el caso en que v y p son medidas y ¢ es una
funcién simple.
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5. Sean )\, p medidas o-finitas mientras v es una medida o-finita con signo. Supoéngase
que v < i, p << A. Pruébese entonces que:

ov_ owop
ON  OpoN
en casi todo punto.

6. Sean p una medida, v, v, medidas con signo, todas ellas o-finitas satisfaciendo vy, < p,
Vo < 1. Demuéstrese que vy + v < i y:

Ov1 +v2)  Ovi | Owg
o o Ou

7. Sean u,v medidas o-finitas y supéngase que p — v es una medida. Si v < p — v

v
demuéstrese entonces que el conjunto de puntos donde — = 1 tiene medida u cero.

O

Descomposicion de Lebesgue.

8. Demuéstrese que para cada medida con signo p se satisfacen: pt L p=, pt < |u| vy
po < fpl.

9. Supdngase que v y 2 son singulares con respecto a p. Demuéstrese que v 415 también
es singular con respecto a p.

10. Sea v una medida con signo tal que ¥ < p junto con v 1 pu. Pruébese que v es la
medida nula.

11. Sea {z,,} una sucesién de puntos de R", {p,,} una sucesién de nimeros positivos.
Denétese por v la medida o-finita:

v(F) = Z P
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Hallese la descomposicién de Lebesgue de v con respecto a la medida de Lebesgue en R™.

Teorema fundamental del calculo.

12. A cada funcién monétona creciente y continua por la derecha en el intervalo (a,b)
corresponde la medida de Lebesgue descrita en capitulos anteriores que se denota por
f. Se sabe que cada funcién de variacién acotada f y continua por la derecha se puede
descomponer en la diferencia de dos funciones crecientes y continuas por la derecha f =
fi — f2. Definase piy = pip, — py,. Demuéstrese que la funcién f es absolutamente continua
si y sélo si la medida con signo py es absolutamente continua con respecto a la medida de
Lebesgue .



13. Sea f una funcién absolutamente continua en el intervalo (a,b). Demuéstrese que:

para casi todo punto y que para cada funcién p¢-integrable ¢ se cumple:

b
/ © dpg =/ of" du.
(a,b) a

14. Sean f integrable Lebesgue en (a,b) y g absolutamente continua en (a, b). Si F' denota
cualquier integral indefinida de f demuéstrese la siguiente regla de integracién por partes:

b

b
[ 19 do = F00) - Playg(@) — [ £y ds

a

15. Sean f, g absolutamente continuas en (a,b). Entonces:

/ fdg— / g df = f(b)g(b) — f(a)g(a).
(a,b) (a,b)

16. Se dice que una funcion f es singular si f’(xz) = 0 para casi todo punto. Demuéstrese
que cada funcién g de variacién acotada en (a,b) se puede escribir como la suma g =
g1 + g2 donde g; es absolutamente continua y g es singular. Demuéstrese asimismo que
tal descomposicion es tinica modulo una constante aditiva.

17. Sean g,g1,92 las funciones del problema anterior y considérese la descomposicion
fg = g, + fbg,. Si pi, designa la medida de Lebesgue pruébese que p4, es absolutamente
continua con respecto a p, mientras py, es singular con respecto a fi,.

18. Si f(x) es continua en (a,b) y f'(x) existe en cada punto x € (a,b) y es acotada
entonces:

[ 1o =1e - ),
para cada a < x < b.
19. Para F C R medible se define (h > 0):
E(zo,h) = EN|xg — h,xo + h].
Sea p la medida de Lebesgue. Se dice que zy € R es un punto con densidad 6 respecto de

F si: g h
L plE (o, h)

=0.
h—0+ 2h



Demuéstrese que casi todo punto de E tiene densidad 1 mientras que casi todo punto de
R\ E tiene densidad 0.
[Indicacién]. Admitase que E C [a, 3] mientras g(z) = [° | xp(t) dt. Entonces xp(z) =

¢'(x) para casi todo punto. Nétese que por otra parte se cumple que:

g(x +h) — gz — h) = p[E(x, h)].



