SEMINARIO DE ANALISIS MATEMATICO. Sucesiones y Series de
Funciones

1.

Determinar en cada caso, el limite puntual en el conjunto A de la sucesién de
funciones (f,) y estudiar si la convergencia es uniforme o no:

x x2n
@) A=[0,1), fale) = ——  B) A=R fale) = {5
Q) A=[0, 7], fulw) = ZE d) A=[0,2], fule) =

Sea f una funcién continua en [0, 1] tal que f(1) = 0. Probar que la sucesién de
funciones (gn,) de [0, 1] en R definida por g, (x) = 2™ f(x) para cada n € N y para
cada = € [0, 1] converge uniformemente en [0, 1].

2nx + senSnz

Sea (fy) la sucesién de funciones de R en R definida por : f,,(z) =

para cada n € N y cada z € R. Hallar la funcién limite puntual, estudiar si la
convergencia es uniforme o no y calcular

limn_wo/ fn(z)dz.
0

Determinar la funcién f limite puntual de la sucesién de funciones (f;,) de [0, T]
en R definida por f,(z) = cos"z para cada n € Ny para cada z € [0, 5] y
estudiar si la convergencia es uniforme o no y si es cierta o no la relacién:

/072r flz)dz = lim, - /0’2' fn(z)dz

Probar que la sucesién (f,) de funciones de [0, 1] en R definida por f,(x) =

a2 S .
n?xe ™" converge a una funcién integrable y que sin embargo,

1
limn_,oo/ fo(x)dz = +00
0

Determinar la funcién f limite puntual de la sucesién de funciones (f,,) de (=1, 1)
en R definida por

x
@) = T

para cada n € Ny cada z € (—1, 1) y estudiar si la convergencia es uniforme o
no y si es cierta o no la relacién: limg, oo f,(z) = f ().
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sen (3"x)

on es uniformemente convergente

(o]
7. Demostrar que la serie de funciones Z
n=0

en toda la recta real.

sen"x

oo
8. Demostrar que la serie de funciones E es uniformemente convergente en

n=1 T

(][

toda la recta real.
. ‘ ] . = cos (nz?)
9. Estudiar la convergencia puntual y uniforme de la serie Z _—

|
n—0 n.

e —1

2nen:0

oo
10. Estudiar la convergencia puntual y uniforme de la serie Z en el intervalo
=0

[0, +o0l.

o
—1
11. Demostrar que la serie Z(—l)”_l (:):2 + n) es uniformemente convergente en
n=1
R pero no converge absolutamente para ningin valor de x.
o0
12. Dada la serie Z " (1 — "), se pide:
n=1

(a) Determinar su campo de convergencia A y su suma F' y estudiar si la con-
vergencia en A es uniforme o no.

(b) Probar que la serie converge uniformemente en todo intervalo cerrado con-
tenido en (—1, 1).

SERIES DE POTENCIAS

13. Desarrollar en serie de potencias en un entorno del origen la funcién f(z) =

2—x
y hallar el radio de convergencia.

14. Expresar en serie de potencias en un entorno del origen la funcién f(z) = 1i —
y hallar el radio de convergencia.

15. Escribir la funcién f(z) = xf’f;; 2+6 en serie de potencias en un entorno del origen

y hallar el radio de convergencia.

16. Desarrollar las siguientes funciones en serie de potencias en un entorno del origen
(i) f(z) = e 2 ; (ii) g(z) = tgz ; (iii) h(z) = arctgz ; (iv) i(z) = V1 + senz.

1
1l—x

17. (a) Desarrollar en serie de potencias la funcién f(z) = >

(b) Sabiendo que arcsenz = [ ﬁ, deducir el desarrollo en serie de g(x) =
arcsenx.
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18. Mediante la multiplicacién de las correspondientes series, obtener los cinco primeros
términos del desarrollo en serie de potencias de f(z) = e*senx en un entorno del
origen.

19. Hallar el intervalo de convergencia de cada una de las siguientes series

o (@=3)" s @r Dt s
CL) nzz:l TL2 b) nz::l \/ﬁ ) ;inin

20. Determinar el intervalo de convergencia de cada una de las siguientes series de
potencias y estudiar la convergencia en los extremos de dicho intervalo:

S o 3" (2’
n.x Cc -
el el = n+1\2
o0
ODY

21. Estudiar la convergencia y calcular las suma de las siguientes series de potencias

o0 .’L’2n e
a) Zﬁ b) Z(n+1)(n+2)x”
n=1 n=0

22. Deducir los siguientes desarrollos en serie de potencias

0 221171 :L.Zn
a) sen’x = Z(—l)"“w, x € (—o0, +00).
n=1 :

© 1 vl
2 2) =1In?2 —1”(1 ) —1,1).
b) In(z*+3z+2)=In —I—T;)( ) + ot 1 re(—1,1)

In(l+z) & (11 1
T S ) (T s e = ) a” 1, 1).
c) Tz (-1) <+2—|—3—|— +n)a:,x€( , 1)

n=1



