TEMA V: POLINOMIOS ORTOGONALES

1. Introduccion

Un sistema de funciones reales f,,(z) (n = 0,1,2,3,...) se dice ortogonal respecto a la funcién peso

p(z) en el intervalo [a, b] si
b
/a fm(x)fn(x)p(:v)dx =0

para todo m # n, donde p(x) es una funcién no negativa fija que no depende de m y n. Por ejemplo:
El sistema de funciones cos(nxz) (n = 0,1,2,3,...) es ortogonal respecto a la funcién peso

p(x) =1 en el intervalo [0, 7], ya que para m # n

/07r cos(mx)cos(nz)dx = % /07r {cos|[(m + n)z] 4+ cos[(m — n)z]} dz =

:1{{ L sen[(m+n)x]r+[ ! sen[(mn)x}r}:o

2 {lm+n 0 m—n 0
Una clase importante de sistemas ortogonales de funciones, estdn constituidas por familias de
polinomios p,(x) donde n = 0,1,2,3... representa el grado del mismo. En este tema estudiaremos
algunas de estas familias, tales como: polinomios de Legendre, polinomios de Hermite y polinomios

de Laguerre.

2. Polinomios ortogonales. Generalidades

Sea p(z) una funcién real definida e integrable sobre [a,b]; p(z) serd positiva o nula y continua a
trozos. Supondremos que p(z) no es siempre nula. En el caso de un intevalo no acotado asumiremos
que todas las integrales / " p(x)dx (m € N) convergen.

a

Dados los polinomios reales P(z) y Q(z) usaremos la notacién

b
< P|Q >= / P(2)Q(x)p(x)da



Nétese que el producto < P|Q > posee todas las propiedades de un producto escalar: es
conmutativo, distributivo respecto a la suma y
b
/ P%(x)p(z)dz > 0 si P(z) #0
< P|P >= @
0 st P(z) =0
Se dice que P y @ son ortogonales, respecto a la funcién peso p(x), en [a,b] si < P|Q >= 0. La
familia de polinomios P, (z), donde n representa el grado, se llama familia o conjunto de polinomios
ortogonales respecto a p(x) en [a, b] si < P,|P, >= 0 para n # m. Se dice que la familia de los P,(z)

es ortonormal cuando
0 sin#m
< PPy >=6pm = :
1 sinm=m
Recordemos que si P, () es una familia de polinomios de grado n, no necesariamente ortogonales,

todo polinomio de grado m puede escribirse:
m
P(x) = Z cn P ()
n=0
donde los ¢, son coeficientes numéricos que dependen de n 'y P(z).

Teorema Es posible construir una familia de polinomios ortogonales P, (x) sobre un intervalo [a, b]
respecto a una funcién peso p(x), arbitraria, definida sobre este intervalo.
Demostracién: En efecto, la familia 2 (n =0,1,2,3,...) es linealmente independiente sobre [a, b] y el

proceso de ortogonalizaciéon de Schmidt garantiza el teorema.

Teorema Una condicién necesaria y suficiente para que la familia de polinomios P, (z) sea ortogonal

es que:

/ab 2P (x)p(x)dz =0  (Vn,k /0 <k <n)

Demostracién:
b
=" Si / 2" P, (x)p(x)de = 0 (Yn,k /0 < k < n) Dados Py(z) y Pu(z) con n # m y
a
supongamos que m < n. Pp(z) =ag+ a1z + ... + apz™

m

b b
/a P, (z)Pp(z)p(x)dx = Z [ak/a kan(x)p(x)dx] = Z ap.0=0

k=0



b
7" Si / P, (z) Py (x)p(x)de =0 (n # m), entonces para todo k < n escribimos
i a

k= Z am P (x) y por tanto
m=0

b k
/a 2* P, (z)p(x)dx = Z

m=0

b
[am/ Py () Py (x)p(x)dx| =0
yaquem#n (m=0,1,2,3,....k)

Nota: Si P(x) es un polinomio de grado m, y P,(z) una familia de polinomios ortogonales

< P,|P >
< P,|P, >

m
P(x) = Z cenPp(z)  con cp =
n=0
Teorema Si P, () es una familia de polinomios ortogonales, existen tres nimeros A,, B, y C,, tales
que para n > 1:

zPp(x) = ApPryi(z) + By Pp(z) + CpPr—1(2)

y An.Cp #0
Demostracién: El polinomio zP,(x) de grado n + 1 puede escribirse de la forma:

n+1
xPp(z) = Z agPy(x)
k=0

con
< Pk|$Pn >
ap = ———
< Pk‘Pk >

pero como < PylxP, >=< P,|zP, >=0sik>n+1yn>k+1 esdecir,sik<n—1yk>n+1.

Luego, sélo los coeficientes a,—1, oy ¥ aip41 intervienen en el desarrollo.

Teorema Consideremos una familia de polinomios, P, (z), ortogonales respecto a la funcién peso p(x)
en el intervalo [a, b]. Entonces, los ceros de los polinomios P, (x) son reales, simples y estan contenidos
en el intervalo (a, b).

Demostracién: Como /b P, (z)p(x)dx = 0 paran > 0y p(z) > 0 sobre (a,b), P,(x) debe cambiar, al
menos una vez, de signao sobre (a,b). Sean z1,x2,...,x, los puntos de (a,b) en los que P,(z) cambia
de signo. Se tiene: 1 < p < n. Consideremos el polinomio

Q) =[] (& — 2s)

=1

w



el polinomio P, (z).Q(z) tiene signo constante sobre (a,b), luego:

/ ’ P(#)Q@)p()de £ 0

pero esto es absurdo si p < n, luego debe ser p = n. Por lo tanto el polinomio P, (x) cambia n veces

de signo sobre (a, b).

2..1 Series de polinomios ortogonales

b
Definicién Se llama espacio L% al conjunto de funciones reales f(x) tales que las integrales / |f(z)|p(x)dx
a

b
y / |f () p(x)dz existen.
a
No es complicado comprobar que L% es un espacio vectorial sobre R, donde el tinico punto
delicado estaria en comprobar que Vf, g € L% : f+gc€ L%, pero la demostracion se salvaria usando

la desigualdad de Schwarz:

NI

<

A f2<x>p<x>dx] N [ / g2<m>p<x>dx]

Se puede definir en Lf, el producto escalar

[ 1@gpteyis

< flo>= [ f@glpta)da

el cual define a su vez una norma

N|=

A=< £ >]

lo que nos permite hablar de distancia entre vectores de Lg

NI

d(f,9) =Ilf —gll=[< f-9glf —g>]

Pretendemos, ahora, aproximar funciones de L% por polinomios. Sea P,(z) una familia de
polinomios ortonormales respecto a p(x) en el intervalo [a,b], y f(z) € L,ZJ. Queremos representar f(z)

por un polinomio Sy (x) de grado n tal que la norma de f —S,, sea minima.

Sp(z) = Z ek Pr(x)
k=0

b

<= Salf = Su>= [ @) = Su@) pla)do =
b

a

= [ P2 [ 1@ + [ i@ =
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n b n
=< fIf>-2>" ck/ f(@)Py(z)p(z)de + Y}
k=0 ¢ k=0

hagamos: a; = /abf(x)Pk(:U)p(x)dx

Los ntimeros ay, se llaman coeficientes de Fourier de f(z) respecto al sistema ortonormal Py (x).

< =Salf = Sp>=<[fIf> -2 crap+ Y cr=<[fIf>=D az+> (ar—cx)’
k=0 k=0

k=0 k=0

n
La distancia de f(z) a S,(x) serd minima si Z (ap — cx)? = 0, es decir, a = ¢
k=0

(k=0,1,2,3,...). Por lo que S,(z) = Z a Py (z).
k=0

Teorema La integral
b n 2
/sz%mdpmm
a k=0

es minima cuando los coeficientes ¢ son iguales a los coeficientes de Fourier a; de f(x), relativos al

sistema ortonormal Py(z).
b
an= [ f(@)Pla)plw)ds
a
en estas condiciones:

< f=Sulf = Sn>=<flf>—<Su|Sn, >>0

n
Sai << fIf >
k=0

esta dltima desigualdad se conoce como desigualdad de Bessel y de ella se deduce que klim ap =0
—00

Definicidn Se dice que una familia infinita de polinomios ortogonales es total si Vf € L?) la desigualdad

de Bessel se reduce a una igualdad, es decir

0 b
arl = 2(2)p(z)dx
> ai= [ P

Teorema Toda familia de polinomios ortogonales sobre un intervalo finito es total sobre Lg.

Definicién Sea una funcién G(z,t) desarrollable en serie de potencias de ¢t en un cierto dominio D.

G(z,t) = Z O (x)t"
n=0



a G(x,t) se le llama funcién generatriz de las funciones ¢, ()
Teorema La condicién necesaria y suficiente para que los polinomios P, (x) definidos por el desarrollo

=3 Py(a)t"
n=0

sean ortogonales sobre el intervalo [a, b] respecto de la funcién peso p(z) es que la integral

= / ' G )G o ) pl)

no dependa més que del producto tt'.

3. Polinomios de Legendre

Los polinomios de Legendre estan definidos por la férmula de Rodrigues, tal y como sigue:

1 d
P, (z) = ST g —(x? = 1)", (n=0,1,2,3,..)
1.2 1. 3
Py(z)=1; Pi(z)=z; Pa(x)= 5(3x —1); Ps(x) = 5(53: — 3z); ...

La expresion general del polinomio de Legendre de grado n se obtiene a partir de la igualdad

n n!

w _ 1 Z $2n—2k‘
= k' (n—k)!
por lo que
(5]
1 d" (2n — 2k)! ok
P,(x) = "
(z) 2nn! dx” l;) 2"k' (n—k)!(n— Qk)!x

n n
donde [5] representa la parte entera de 3

Haciendo uso de técnicas de variable compleja, se puede demostrar que la funcién
W(z,t) = (1 — 2zt +12)"2

es la funcién generatriz de los polinomios de Legendre, es decir,

1

Wiz, t) = (1—2xt+1>)"2 = ZP

este desarrollo tiene validez para |t| suficientemente pequenio, en realidad |t| < r siendo r = min{|r1], |r2|}

y r1y 7o raices de la ecuacién 1 — 2zt +t2 =0



Nota: En la practica se toma para x € [—1,1], r=1
La funcién generatriz W (x,t) nos permite demostrar con facilidad las siguientes propiedades de
los polinomios de Legendre:
Pa(1) = 1; Pu(~1) = (-1)"

Py, +1(0) = 0; Py, (0) = (_1)71%

Ademas teniendo en cuenta que

(1—2xt+t2)a—w+(t—az)wzo

ot
escribimos
o0 o
(1 — 2zt + %) Z nP,(x)t" ! + (t — x) Z Py(z)t" =0
n=1 n=0

igualando a cero el coeficiente de t", obtenemos
(m+1)Ppii(x) — (2n+ 1)zP,(x) + nPy—1(x) = 0; (n=1,2,3,...) (3.1)
De manera similar y usando que

ow
1—22t+t3)— —tW =0
( T )8w

se tiene

o o0
(1—22t+t*) > P(a)t” —t > Pu(x)t"™ =0
n=0 n=0

lo que implica

Pl (z) —2zP),(z)+ P,_1(z) — Py(z) =0; (n=1,2,3,..) (3.2)
Derivando en (3.1) y usando el resultado junto con (3.2) para eliminar P)_,(x) obtenemos
Pl (z) —azP)(z) = (n+1)Py(x); (n=0,1,2,3,..) (3.3)
de forma andloga, eliminando P} () se tiene

zP)(z) — P,_i(z) =nP,(x); (n=1,2,3,..) (3.4)

n—1
sumando (3.3) y (3.4) se obtiene
Pl (z) = P,_1(z) = (2n+1)P,(x); (n=1,2,3,...) (3.5)

reemplazando n por n — 1 en (3.3) y usando el resultado junto con (3.4) para eliminar P, ,(x) se
tiene:

(1 —2%)P!(x) = nP,_1(z) — nzPy(x); (n=1,2,3,...) (3.6)



Finalmente derivando en (3.6) respecto de x y usando el resultado junto con (3.4) para eliminar

nuevamente P (z) se llega a:
[(1- ) P@)] 4+ DP) =0, (n=0,1,2,3,..)

lo que demuestra que el polinomio de Legendre P,(x) es solucién de una ecuacién diferencial de
segundo orden.
Nota:(1 — 22)y” — 22y’ + A(A + 1)y = 0 (Ec. de Legendre)

Se pueden obtener, mediante cambios de variables, otras ecuaciones diferenciales cuyas soluciones
se pueden expresar en términos de los polinomios de Legendre. Por ejemplo, si tomamos x = cos 6,
1—2%2=1-—cos’0 = sen’d

dy dydr dy 1 dy dy
_ _ _ 0 _ - _ I
(=sen ) = sen0df  dx

d9  drdf  dx

/
luego la ecuacién {(1 - :1;2)3/} +n(n+ 1)y =0 queda

1 d 9 1 |dy B
sen 0do [sen 9(_sen 9)d9] +n(nt1)y =0
o bien
1 d dy
won9dd {sen 0 dG] +nn+1)y=0

siendo y = P, (cos 0)

Haciendo uso de técnicas de integracién en variable compleja, se pueden obtener representaciones

integrales de los polinomios de Legendre.

P,(z) = 71T/07r {m + Va2 - 1cos¢)}nd¢

Si x € [—1, 1] esta representacién permite comprobar que |P,(z)] <1, -1 <z <1, ya que

‘:C—i— Va2 — 1cos ¢‘ = ‘:l:—&—i\/l—:chos ¢‘ = \/332—1—(1 — 22)cos?¢p < \/x2+(1—m2) =1

1 /= n 1 /=
|Pp(x)] < —/ ‘x + Va?— 1cos¢‘ do < —/ dp =1
m™.Jo m™Jo

2 (% cos(n+ i)

P, 0) = —
(cos) T Jo /2cosy — 2cos0

dy 0<b<m n=0,1,2,3,...)



Veamos a continuacién que los polinomios de Legendre constituyen una familia ortogonal res-

pecto a la funcién peso p(z) = 1 en el intervalo [—1, 1], es decir que
1
/ P,(z)Pyp(x)dz =0 sim#n
-1
Para ello usaremos la ecuacién diferencial
/
(1= 2P ()] +n(n+ 1)Py(z) = 0
aplicdndosela a Py, ()
/
(1= 2Pl (@)] +m(m + 1) Pr(z) = 0

multiplicando la primera por P,,(z), la segunda por P,(x) y restando a la segunda la primera se

obtiene
(1= 2P, (@)] Pate) — [(1— 2B (@)] Panle) + [mm + 1) = n(n + 1)) Pou(z) Pa() = 0

o bien
/

{(1=2%) [PL@)Pu(@) = Pu(@)Po(@)] | + (m = n)(m + 1+ 1) Pr(@)Pae) = 0

integrando sobre el intervalo [—1, 1] obtenemos

1

(m —n)(m+n+1) /_1 Py () Po()dz = 0

luego si m # n

/_11 P, (z)Py(x)dx =0

1
Para determinar el resultado de la integral / P2%(z)dx, actuemos como sigue: reemplazemos
~1

en la relacion
(n+1)Pygi(x) — 2n+ 1)zPy(z) + nPy—1(z) =0  (n=1,2,3,...)
n por n — 1 y multiplicamos por (2n + 1)P,(z)
n(2n41)P2(x) — (2n—1)(2n+1)zP,(2) Py_1(z) + (n—1)(2n+1)Py(2) Py _o(z) =0 (n=2,3,4,...)
si a ésta le restamos la original multiplicada por (2n — 1)P,_1(z) obtenemos

n(2n41) P2 (2)+(n—1)(2n+1) P, () Py_2(2)— (n+1) (2n—1) Py_1 (2) Pyy1 (z) —n(2n—1)P2_1(z) = 0, (n = 2,3, 4,



integrando sobre el intervalo [—1,1]

n(2n + 1) /_11 P2(«)d = n(2n — 1) /_11 P2 (n)de  (n=2,34,.)

o bien
1 on—1 1 on—3 rl 3 1 2
P?(z)dx = /P2 de = /P2 de = ....= /P2d=
ademas
1 2 1 2 2
F2(x)dz = 2 = | Pi@de =
/,1 o (@)dw sor1 Y ) fi@dr=3=5
luego
' p2 d 2 0,1,2
P = =
[ Pr@de= = (=012,

Nota: P, (cosf) ~ 4/ — ienesen {(n + %)0 + ﬂ, (n—00), (0<0<7m—90)

Para terminar este apartado planteemos el representar funciones de L? en serie de polinomios

1 1
de Legendre. Sea f(x) definida en (—1,1) y tal que / |f(x)|dz y / |f%(z)|dz existan
-1 -1

f(z) = Z enPr(z)  (—l<z<1)
n=0

1 1 00 1 9
/_1 f(x) Py (x)dx = /_1 ;::OcnPn(a:)Pm(x)da: = nE::Ucn /_1 P, (z)Pp,(z)dx = o £ 1™
por lo que
Cm = 2m2+ ! /11 f(z)Ppn(x)de (m=0,1,2,3,...)

Nota: La serie devolvera el valor de f(z) en los puntos donde ésta sea continua. En los puntos de

1
discontinuidad promediara el salto, es decir, devolverd 3 { fxd) + fzg )}

Ejemplo:
0 —1<zr<a«
flz) = { 1 a<zr<l
f(@) = Z cn ()
n=0

2n+1
2

n 1
/11 F(2)Py(z)dz = 2 2“/a Po(a)dz =

/1 (2n + 1) Py (2)da: =

| =

Cp =

10



= ;/al [Pria(z) = Pp_q(z)] do = —% [Pryi(a) — Pooi(a)] vy co==(1-a)
F@) = 50— 0) = £ 3 [Pra(0) = Pa(@)] Pi@). (<1 <z <1)
n=1
1 1& 1 1
Sm(@) = 5(1—a) -5 > [Pari(a)Pu(a) = Po(@)Pro1(a)] = 5 — = Pry1(a) Pu(a)
n=1

y como P,(a) — 0 cuandon — oo

lim Sp,(a) = L

1
m—o0 2 2

4. Polinomios de Hermite

Otra familia importante de polinomios ortogonales son los polinomios de Hermite H,(x).

2
n,—x
2d"%

dx™

H,(z) =(-1)"e

(n=0,1,2,..)

Ho(z) =1, Hi(z) =2z, Hy(x)=4x>—-2, Hz(x)=28x>—12x

y en general

(=1)Fn! 2%k
Hy(z) =) (2z)"
| — |
= kl(n — 2k)
La funcién generatriz de los polinomios de Hermite viene dada por:
42 e H, (ZL')
W(z,t) = >t = ZO :L! t", (Jt] < o0)
n=

()

Nota: en realidad W(z,t) es la funcién generatriz de los polinomios '
n

20t—t% o9 analitica en ¢ por tanto admite desarrollo de Taylor en ¢t =0

La funcién e

_ 2xt—t?2 = i anW} n
W=t =30 5 ] e (<)
oW 22 on —(a:—t)q P dnefu2
[ ot ]to ‘ {375”6 t=0 (1) du™ | _, )

No es complicado comprobar que

Hon(0) = (=1)""—~ ¥ Hn41(0)=0

11



ow
Teniendo en cuenta que T (22 — 2t)W = 0, podemos escribir

i Hn—H

|
n=0 n:

Z tn+1 O
de donde se obtiene
Hpii(x) —22Hy(z) + 2nHyp—1(2) =0, (n=1,2,3,...)

ow
si partiésemos del hecho de que — — 2tW = 0, tendriamos

ox
OOH/(

) n+1l
2T Z et =

o bien

H) (z) =2nH,_1(x), (n=1,2,3,...)
llevando este resultado a la igualdad anterior
Hpi1(z) — 22H,(z) + H) (z) =0
derivando respecto a x
H) (z) — 2Hy(z) — 22H),(z) + Hy}(z) =0
2(n +1)H,(z) — 2H,(x) — 2zH, () + H) () =0
H)'(z) — 2zH) (x) + 2nH,(z) =0

Nota: La ecuacién diferencial 3" — 22y’ + 2y = 0 se denomina ecuacién de Hermite.

Los polinomios de Hermite admiten las siguientes representaciones integrales

22n+1 (_1)n€x2

o0 2
Hy,(z) = / e Ut cos(2xt)dt (n=0,1,2,...)
e 0
22n+2 —1)" 22 0o
Hopii(x) = (\f)e/ e_t2t2"+1sen(2xt)dt (n=0,1,2,...)
™ 0

las cuales se pueden reunir en una sola

. 2
DT [ g (= 0,1,2,..)

Vi )

Los polinomios de Hermite son ortogonales respecto a la funcién peso p(z) = e

H,(x) =

2 .
7 en el intervalo

(—00,00), es decir,

/oo B_IQHn(ZE)Hm(l‘)dl' =0 (m#n)

— 00

12



z2
Si en la ecuacién diferencial 4" — 2xy’ + 2ny = 0 hacemos el cambio y = e 2 u, obtenemos

u' +(2n+1—2%)u=0

_a?
2

siendo uy(z) = e 2 Hy(x) una de sus soluciones. Tomemos las igualdades

u! + 2n+1—2u, =0 y ul+©2m+1—2*)u, =0

multiplicando la primera por u,,, la segunda por w,, y operando

d
— (Upm, — U un) + 2(n — m)Upty, = 0

dz
integrando sobre (—o00, 00)

2(n — m) /_O:o o ()t () iz = 0

es decir

(n—m) /Oo e*§Hm(az)67§Hn(:p)dm =(n—m) /oo e*szm(a:)Hn(x)dx =0

— 00 — 00

El valor para m = n, se obtiene siguiendo los pasos:
. se sustituye n por n — 1 en

Hypi(z) —20Hy () + 2nHp—1(x) =0

. se multiplica el resultado por H,(z)

H2(z) — 20 Hy(2)Hp—1(z) + 2(n — 1) Hy (2) Hyp—2(x) = 0
. a esta igualdad le restamos la primera multiplicada por H,,_1(z)

Hy(x) +2(n — 1) Hy(2) Hy—2(2) = Hni1 (2) Hyo1(z) = 20H7_(2) =0

T

- 2 .
. se multiplica por e”*" y se integra sobre (—o0, c0)

—00 —00

. se aplica reiteradamente esta ultima igualdad

—00 —00

pero

/ e*szﬁ(x)dm = 2n/ e*IQHgfl(x)d:c (n=2,3,4,.

(n=2,3,4,..)

)

> —x2 772 n—1 > —x2 772 n
/ e " H(x)dr =2 n!/ e ¥ Hi(z)dr =2"n\V/7m (n=2,3,4,...)

/ e~ H2(2)dx = /7 = 2°0W/7 y / e~ H(z)dx = 2v/7 = 2'11V/7

13



luego

/ e H2(z)dz = 2"nlV/7  (n=0,1,2,3,...)

y la familia de polinomios M, (z) = (2"n!ly/7 ) H,,(x) constituye un sistema ortonormal de pohnomlos
respecto a la funcién peso p(z) = e ™ en (—00,00). Ademsds la familia ¢, (z) = (2"n!\/777)*§e*7Hn(x)
constituye un sistema ortonormal de funciones sobre el intervalo (—oo, c0).

Los polinomios de Hermite tienen la siguiente representacién asintotica para valores grandes de

H,(z) = 2"2 nie ZeT cos (\/2n +1lz— 77,277) (n — 00)
Las funciones f(x) € Li_zg (—00,00) admiten un desarrollo en serie de polinomios de Hermite.

f(z) € Liﬂg (—o0,00) si las integrales

/_Z e_xzf(a:)dx y /_O:o e_foQ(x)dx

— Z enHy(x) (—o0 < < 00)

existen, entonces

siendo

Cp =

s | TR @ (=012,

1
donde la serie devuelve el valor de f(x) en los puntos donde ésta es continua y 3 [ fd) + flag )}

donde es discontinua.

Ejemplos:

1. f(z)=2%, (p=0,1,2,..)
p
% = Z conHop ()

n=0
22 2 d2n 2

1 _ 2 2p / _
2 22n(2n)!\/T /_Ooe ™ Hon(w)dz = 22” 2n )IVZ dx?n (e™ )dx

2p 1)2n ev

1 (2p)! % 2 o on (2p)! 1 (2p)!
~ A G g € = A a ) = Tty —

luego

p
22 ) B
p_ 22p E_: 2n ) (—o <z <), (p=0,1,2,..)

de forma andloga

Lot _ 2o+ 1) Zp: ( Honii(x) (coo <z <o), (p=0,1,2,..)

2%+l = (2n+ 1)!(p — n)!
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o0
= chHn T

_ 1 0 _x2+a$H d 2 d B a™ %
n = 2nnl\/m [We n(z)dr = Q”n'\f dx" (7 )dw = 9l
a2 s
:eTZ Q”n' (-0 <z < 00)
n=0
5. Los polinomios de Laguerre
x*Oé dTL
Lg(x) = exﬁw(e_wznﬂl) (n = O, 1, 2, ) (OZ > —1)

Los polinomios L (z) se conocen como los polinomios de Laguerre generalizados.
1
Liw) =1, If(@)=1+a—a, I§(x) = J[(1+a)2+0a) 22 +a) +47)

en general, usando la regla de Leibniz

z": 'n+a+1) 2F
= Dk+a+1)kl(n—k)!

Nota: Los polinomios LY (x) = L, () constituyen los polinomios de Laguerre.

W(a,t) = (1 — )~ lemir = Z_j Le@)t", (It <1)

%VZ(QH)O )72 T (1) T e T

xt

S R R R P

de donde se obtiene
9 OW

(1—1) e +x-1-t)14+a)W =0
lo que permite concluir

(n+DLy (v)+(x—a—-2n—-1)LY(x)+(n+a)ly_1(z)=0 (n=1,2,3,..)

por otro lado

15



por lo que

oW
(1= )% +tW =0

y obtenemos

dLe  dLe_
R L) =0, (n=1,2.3,.)

eliminando LS _;(x) de las dos igualdades anteriores

dLy (x)

Iz +(n+1)w+(2n+2+a—x)Lﬁ() (n+1)Ly 4(x) =0, (n=0,1,2,..)

(r—n-1) ir

sustituyendo n por n — 1 en esta udltima ecuacién y usando el resultado junto con la igualdad anterior
d
a ésta para eliminr %Lg_l(:v) obtenemos

dLy(x)
v dx

=nLy(z) — (n+ a)Ly_(z), (n=1,2,3,...)

d
derivando respecto de x y usando igualdades anteriores para eliminar %Lg_l(m) y LY (z) se llega a

d*LY(x)
dx?

dLy ()

+(a+1—2x) +nL;(x) =0, (n=0,1,2,...)

Nota: La ecuacién diferencial zy” + (o + 1 — z)y’ + Ay = 0 se denomina ecuacién generalizada de
Laguerre y xy” + (1 — 2)y’ + Ay = 0 ecuacién de Laguerre.

z .oz
Haciendo el cambio de variable y = e2 2™ "u obtenemos la ecuacién

a—|—1 g_}_l/(u—a) I
4 x

ou” + (a+1-2v)u + { +
siendo u%(z) = e~ 22V L%(x) una de sus soluciones.

Los polinomios generalizados de Laguerre admiten la representacién integral para z > 0

n!

T,—% oo
Lo(z) = &2 2/0 e 2Vt e tdt (a>1, n=0,1,2,..)

En particular para o = i§

_1 1
Ly?(x) = n'\f/ "2 cos(2V/zt)e tdt = n'f ucos(2v/zu)e ™ du = (22n)' Hop (V)
1 _ 2e 2 (—1)” Hgn_;_l(\/%)
2 — t 2n+1 u _
Li(x) = n'\/ﬁ/ "sen(2vVxt)e” dt = NG u?sen(2v/au)e™ du = S NG
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Los polinomios de Laguerre son ortogonales respecto a la funcién peso p(x) = e “x% en el

intervalo 0 < z < 0o, es decir,
/ e L)L (1) de = 0 (m#£n) (a> —1)
0

ysim=n
= r 1
/ a%&@ﬂ@ﬁm24@i$iJ, (n=0,1,2,...) (a@> 1)
0 n:

Toda funcién f(z) € L2, .(0,00) se puede representar en serie de polinomios de Laguerre

flx) = Z enly(z)  (0<z < o0)
n=0

donde
n!
Fn+a+1)

Cp =

/OOO e “x® f(x) Ly (x)dx

1
Nota: La serie devolvera el valor de f(z) en los puntos de continuidad de f y el valor 5 [f(zT)+f(x7)]

en los puntos de discontinuidad.

Ejemplos:
1
L f@) =", (> —5(a+1))
o0
¥ = Z enLy ()
n=0

n!
n+a+1)

[ee] 1 o) dn
= v+o 7mLa d — / v -z, n+to d —
c /0 " Ly (x)dx Tntatl) i [e™ 2" ] dx

'v+a+1DI'(r+1)
n+a+1)I'(v—n+1)

= (1"
luego
& (-1)"

xV:I‘(y—i—a—l—l)F(V—Fl)Z:()F(n+a+1)F(y—n+1)

Ly(zx) (0<z<o0), (a>-1)

en caso de que v =p € N

oo —1)"
2P = T(p+a+ 1)l (p+1) z:% I'(n+ o +(1)1“)(P —n+1)

2. flx)=e*

o0
e W = Z en L ()
n=0

17

Ly(z) (0<z<o), (a>-1), (p=0,1,2,...)



Cp =

n! 0 1 0 d"
-, fa:):Loz d — —azxr -z, n+to d
F(n+a+1)/o cre n(z)d F(n+a+1)/0 € dxn[e 2" dx

an
~(ag e (2=012)

e — (g4 1)—01—120 (ai 1)”Lg(a;) (0 <z < o)

Otra forma de resolver este ejemplo seria tomar t = en W (x,t) funcién generatriz.

a—+
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