TEMA IV: FUNCIONES HIPERGEOMETRICAS

1. La ecuacién hipergeométrica

z(1—2)y" + [y —(a+ 8+ 1)zly —aBy=0

T € Ry «,(,y parametros reales.

Dividiendo en (1.1) por (1 — z) obtenemos (x # 0, x # 1)

y—(a+f+1z , of

1
_ -0
vt z(1—z) Y 1‘(1—x)y
lo que demuestra que z = 0 y = 1 son puntos singulares ya que P(z) =
Qx) = —(fﬁ) no son funciones analiticas en dichos puntos. Sin embargo:
z(l—=x

po = lim 2P(x) =~; qo=lim2?Q(z) =0
z—0 z—0

(1.1)

(1.2)

y—(a+p+ 1)z

z(l—x)

lo que nos indica que x = 0 es un punto singular regular, por lo que buscamos soluciones del tipo

o0
y(x) = Z apz®*7 | siendo r raiz de la ecuacién indicial (r — 1)r + por + go = 0.
k=0

2

—rtyr=0 = r2—|—(7—1)r20 — =0y re=1-v

La solucién que se obtiene para r = 0 se conoce como funcién hipergeométrica y se denota por

oF1(a, B;; x) o simplemente F(«, 3;v;x), y viene dada por:

a. B x) — 3 ka
2F1( 75777 ) l;) k'(’Y)k

donde hemos introducido los simbolos de Pochhammer

(V) = 1, sik=0
F7)Y A4+ DA +k—1), sik=1,23,..

y exigimos que v # 0, —1, -2, ...



Dado que

(@)k+1(8) k
ok | | G Y| ]|+ (0t Bk +aB
a (e g K2+ (v+ Dk +v
entonces
i [Ty =l <

nos dice que la funcién hipergeométrica, en realidad la serie que la define, converge en el intervalo
|z < 1.

Si hubiesemos optado por r = 1 — v y asumido que v # 2, 3,4, ..., el resultado hubiese sido

=T (l-y+al—y+32-v2) (2] <1)

R N € e el et B ) PSS
w )_,g) kN2 =)k

funcién linealmente independiente con oF}(«, 3;7;2). Por lo tanto si v € R — Z la solucién general

de la ecuacién (1.1) en las proximidades de z = 0 serfa:

y(z) = C1 oFy (o, Byvs @) + Coz' ™7 oy (1 — v+ a, 1=y + 332 —y32)  (Jz| < 1)

2. La funcién hipergeométrica

Hemos visto que la funcién hipergeométrica viene dada por

oy (a, Byy;x) = f: Mxk

z| <1 0,-1,-2,...
> e (o] <15 7 # )

Pasemos a comprobar que también admite una representacién integral. Asumamos que

v=p=0 I'(8+k)
B _ T _TB+RHI0)
e T T+ BTG
'(v) Ytk _p1g, L) o T +E) Bk
@G =g Jy 0 = B b =B = e = G
luego
2Fi(e, i) = r(@)i(@)— 5 2 (i?kxk /01 IR (L - 0t =
k=0 :



teniendo en cuenta que

—a)  —a(-a—1)..(-—a—k+1) ala+1)..(a+k—-1) ()
< k ) - k! =" k! =05

k!

1oty e=3 (‘5) Sy ((ij(“)k (Jat] < 1)

k=0 k=0

podemos concluir

Ty /1 11—t P —at) At (y> B >0, || < 1)
0

3. Propiedades elementales de la funcién hipergeométrica

FEn esta seccién mostraremos algunas propiedades, de la funciéon hipergeométrica, que son consecuencia

inmediata de su definicién como suma de una serie de potencias.

1. propiedad de simetria

oFi(a, Biv;2) = 2F1(6, 57 x)

2.
d
—— o Fi (o, By ) = o 2Fi(a+ 1,6+ 1y + Lix)
dx ¥
3.
dm
7 2F1(Oé,ﬁ;"}/;l') = M 2F1(a+m,ﬁ+m,7—|—m,:v) (m = 1a2737"‘)
da™ (V)m
Para simplificar la escritura, usaremos la notacién
oF1 (o, Byy;x) = F oF1(a+1,8;v;2) = Fla+1)
oF1(e, BE;y52) = F(B+£1) oF1 (o, Biy £ li2) = F(y £ 1)
4.
(v—a=pf)F+ta(l-z)Fla+1)-(y=FF@B-1)=0
5.

(y—a—-1)F+aF(a+1)—(y—-1)F(y—-1)=



YA —2)F —yFla—=1)+(y=B)zF(y+1) =0

7.
(v—a=B)F+B1l-z)F(f+1)—(y—a)F(a=1)=0
8.
(Y=B-1DF+BFB+1)—(v—1DF(r-1)=0
9.
YA —2)F =yF(f-1)+(y—a)zF(y+1)=0
10.
(a0 =B)F —aF(a+1)+BF(B+1)=0
Existen relaciones similares entre la funcién oF;(«, 3;7; ) y cualquier par de funciones de la
forma oF)(a+1,8+m;y+£n;z) donde I,m,n € N, por ejemplo
11.
afz
oFy(a, ;5 ) — oFi (o, By — 1;2) = e oFi(a+1,8+ Ly + L)
12.
azx
2Fi (o, B+ 1;7;2) — oFi(e, B5yi2) = o oFi(a+ 1,84+ 1y + 1)
13.
2Fi(o, B+ Ly + Liw) — oFi(o, Byyi @) = oy = f)z oFi(a+ 1,8+ Ly +2;2)
(v +1)
14.
a—p—1)x
oFi(a— 1,8+ Livsz) — oFi(a, Byv;2) = (i) oFi(a, B+ 137 + L)

Estas ultimas cuatro igualdades pueden ser probadas directamente usando la representacién

como serie de oF)(a, B;7;x) o bien usando repetidamente las igualdades anteriores a ellas.



4. Evaluacién del 111{1 oF1(a, B;v;x) para vy —a — (3 >0
r—1"
Supongamos vy —a— >0y quey> (>0

1
xngl,gza<a,ﬂ;v;x>——xngl_F(ﬁ)iﬁz?_xg)jg #9711 — I~ at)dt =
_ Tk Yoy oeape1 g, LTy —a—0)
_FWFW—ﬁLAt (=1 = G =T = p)

Nota: La justificacién de la introduccion del limite dentro de la integral es que la integral

1
/ 9711 — )77F71(1 — 2t)"?dt es uniformemente convergente para 0 < z < 1, para demostrarlo
0
notemos que 1 —¢ < |1 — x| < 1, para 0 < & < 1y por tanto [t 71(1 — )Y P~1(1 — 2t)™| <
— - ; 1
#7711 — )»71, donde A = v-a=p 5 Zzg y €cOomo / 711 — )M tdt = B(B, )

y—p st 0
quedaria demostrada la convergencia uniforme para 0 < z < 1.

En realidad la condicién de que v > (8 > 0 podria debilitarse. Supongamos v — a — 8 > 0,

Haciendo uso de la relacion
Y(y+1)2Fi(, Biv;2) = (v —a+1) oFi(a, B+ Ly +2i2) +afy — (v = B)z] 2 Fi(a+ 1, B+ 1;7 +2; 7)

podemos obtener que
— 1T 20 (y —a — 1 T 20y —a —
lim oF(a, §iyiz) = L0 o +2Ty—a=-F+1)  _ af O +29'v—a—=pB) _
r—1- v+1 T(y—a+2)l(y=6+1) y(y+1)I'(y—a+1)l(y—-F+1)
_ D)0y -a-B)
I(y—a)l(y—p)
Repitiendo este proceso, puede demostrarse por induccién que

L()I(y—a—p)
Ly —a)l'(y = B)

lim oFy (o, 3575 2) =
r—1-

siempre que y —a — 3 >0

5. La funciéon hipergeométrica confluente

Ademas de la funcién oFi (v, §;7;x), otra funcién, denominada funcién hipergeométrica confluente,

juega un papel importante en la teoria de funciones especiales:

— (@ 1
Fila;v;x) = E x x| < o0, 0,-1,-2,...




Veamos que el radio de convergencia de la serie es infinito

(a)k+1 xk+1
lim (W)kﬂ((k;ﬂ)! = lim 'oz +k x| =0 (V)
k=00 (WC;kZ jzk k—oo | (v + k)(k+1)

No es complicado comprobar que

. Xz
1Fi(a;yiz) = lim oF (o, B57; )
B—o0

B
Propiedades:
1.
4 Rz = S P+ 1y + 1 o)
dwl 1a,7,$—,yl 1o Y ;L
2.
dam Q)m
T (@ yia) = Evi 1Fi(a+myy+myz)  (m=1,2,3,..)
3.
(y—a-1)1Fi+aFi(a+1l)—(y-1)1Fi(y—1)=0
4.
’71F1—’Y1F1(O[—1)—$1F1(7+1)ZO
5.
(a—l-l—x)1F1+(’y—a)1F1(a—1)—('y—1)1F1('y—1):O
6.
Ya+z)1F —ay1Fi(a+1)—(y—a)x 1Fi(y+1)=0
7.
(v—a)1Fila=1)+Qa—vy+x)1Fi —a1Fi(a+1)=0
8.
Yy =D 1Ry =1) —v(y=1+2) 1A+ (y—a)z1Fi(y+1)=0
9.
1Fi(ayie) = 1Fi(a+ 1yz) — % 1Fi(a+ 19+ 1)
10.

Y-«

(6]
1Fi(a;y;2) = 1F1(a;7+1;:1:)+; 1Fila+1;v+1;x)



Representacion de varias funciones en términos de funciones hiper-

geométricas

. La funcién hipergeométrica oF)(a, 3;;x) se reduce a un polinomio si « = 0,—1,-2,... 6
8 =0,—-1,-2,..., por ejemplo:
2 ala+1) ,

oF1(a,05v52) =1 5 oFi(a,~-2y2)=1——ao+——=x
( ) ) ot (v +1)

. Haciendo uso de los desarrollos en serie de algunas funciones podemos expresar éstas en términos

de 2F1(a, B;7;2), por ejemplo:
o _k+1 oo (1

RO A Je(Lk i -
In(l—x)= ,;k—kl = 1;07(2)143]{:! (lz] < 1)

luego

In(l—x)=—x2F(1,1;2;2)

. En cuanto a la funcion hipergeométrica confluente:

0~ _k
X
(a) 1F1(04;Oé;95):ZH:€1
k=0
b) A2 =3 =]
L ST TG @

1
(¢) 1F1(—2;1;2)=1—-2x+ §x2

Funciones hipergeométricas generalizadas

Consideremos la serie de potencias

];) g:l (Vs)k K! k:z::() ()i (V) ke k!

(p,g=0,1,2,3,..) conp<q+1, T €R; ap,vs €R; (75 #0,—1—2,....)

Hle (ar)gt1 ghtl »
Kl B k+1)! _ -
lim Hszlp(v Jot1 (F+1) — lim Hz_l (r +k) =z
k—o0 H7~:1 (ar)k ﬁ k—oo Hs:]_ (’YS + k) k + 1
;1:1 (¥s )k k!

lz|  si p=q+1

_{0 si. p<gq



La suma de la serie se denomina funcién hipergeométrica generalizada y se denota por
Oy ey Q3 T
qu 1 y &py
,.)/17 ceey 78

qu(OJ,«; Vs> x) =

o de forma maés abreviada

La funcién qq1F,(0y;vs; x) estd definida para |z| < 1y las pFy(ay;vs;x) con p < g en todo R

Ejemplos:
© Lk
OFO a?ﬂf}/sv Z k!
k=0
— (a1)k
1F0 Ay Vg3 L Z X k 1 — SL’) 1
k=0
% (041
lFl ar7757 Z - — lFI(a17717 )
k=0 (71

La funcién ,Fy(a,;vs;x) es solucién de la ecuacion diferencial

q p
[6H(5+’ys—1)—xn(5+ozr)]y:0
s=1

r=1

d
donde ¢ denota al operador diferencial :Ud—
x

Nota:

e Sip=qg=1
d d d
[a:dm (xdx—l—’yl—l)—x(xdx—kalﬂy—o

zy + (m—a)y —ay=0

e Sip=2¢g=1
(1 —2)y" + 71— (01 + az + Dz]y — a1y =0



