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Hace afio y medio pudimos leer en el periédico mas importante de Holanda, NRCHandelsblad,
el articulo Quod erat demonstrandum: se abandona la demostracion en la educacion
matematica, cuyo autor es Dirk van Dalen.

Una cita textual del articulo: (Qué es Matematica? Matematica no es el nimero de coches que
pasan por la glorieta, ni la forma que tiene una cuerda que une la torre de la iglesia con el
ayuntamiento. Los asuntos de la matematica son abstractos: ndmeros, conos, ecuaciones
diferenciales.

¢Cdmo podemos saber algo sobre esas cosas y como podemos hacer afirmaciones sobre ellas
con mas certeza que sobre las propias vivencias?

La respuesta es: jpor que demostramos las propiedades!

Un poco mas adelante leemos:

Para un matematico la demostracion es como el telescopio para un astronomo o la raqueta para
un tensita.

Aln mas reciente es la siguiente afirmacion de Hendrik Lenstra, catedratico famoso especialista
en teoria de nimeros: hacer matematicas sin demostraciones es como jugar al futbol sin pelota.

Jugar con y sin pelota

Cuando vemos los libros de texto, para los tres primeros afios de secundaria, en Holanda parece
que jugamos sin pelota. A continuacién muestro una pagina de un libro muy popular:

a. Dibuja un friangulo an una hoja de papsl
¥ recorta el friangula.

I». Rasga los tres angules v ondenalos de
maneara de la figura aqui:

AN

¢. ;Cuantos grados es la suma de los tres
dngulos?

La suma de los tres dnguwlos de
un tridngulo as 1807,

Sisabes dos dngulos de un tridngulo,
puedes calcular la meadida dal tercara,

L
B =180"-T3-65" = 42

A

La traduccidn es textual asi como la disposicion del texto y graficos en la pagina del libro. No es
una demostracion, sélo es un experimento. Siento algo de verglenza y, sin duda, esto es un
ejemplo de jugar sin pelota. El principal reparo que pongo, es que jno explica nada ni aporta
comprension !

Mucho mejor es la demostracion que descubri en un libro antiguo (Rey Pastor y Puig Adam,
1957). El titulo del libro es Elementos de Geometria; no es muy original, por el contrario si lo es



el enfoque didactico. Aqui hay una combinacion de explicacion y experimento. El texto dice
para explicarnos este curioso resultado...

Los autores explican el paralelismo de AQ y BC por la igualdad de los angulos alternos
internos. De hecho es la demostracion clésica, pero en un estilo informal, o quizés deba decir
pre-formal.

Leccldn 14, - Los tridngulos.

79. Suma de los fingulos de un tridngulo

Haigase lasigulente experienda: Recdrtense los
angulos de un tridngulo de papel ABC y stiimense
colocindolos como Indica, por gjemplo, la figura,

F_4 0 La suma resulta siempre
igual = 180°
Para explicarnos este curloso
- resultado observemos que AQ

debe ser paralela a BC, por la
[algualdad de los dngulos Internos [
Por andloga razdn AF es paralela a BC; ¥ como por
A no pasa mds que una recta paralela, una de estas
samlrrectas debe ser prolongaddn de la otra.

Asl, pues,

La suma de los tres dngulns de un tridngulo vale 1807,
s declr, dos reclos.

Puede ser que la pelota no sea muy dura, pero aqui hay una pelota.

En un libro americano he encontrado un doble experimento.

Primero como el texto holandés, luego el experimento a la inversa: si la suma de tres angulos es
180°, entonces se puede formar un tridngulo con dichos angulos.

Comenzar con un semicirculo
i. Recorta un semicirculo de una hoja de papel

ii. Corta luego el semi circulo en tres trozos haciendo dos
contes desde el centro del lado recto. Coloca las letras
A, By Cen los vértices.

iii. Coloca frente a ti los tres trozos con los bordes redondos
hacia adantro v los vértices apuntado hacia afuara.
hMuévelos hasta que puedas ver la forma de un tridngulo

D o
>

Este experimento doble es una mejora respecto del texto holandés, pero no me satisface del
todo.

Para mi es un misterio el que los autores de dichos textos no hayan procurado hacer
comprensible el teorema.




Aparte del enfoque de Rey Pastor y Puig Adam, existen otras posibilidades que utilizan de una
manera informal propiedades del tridngulo.
» Utilizando triangulos congruentes, por ejemplo de cartdn, para azulejar el plano.
» Considerando una vuelta completa alrededor de un glorieta triangular, donde la suma
de los giros (y por lo tanto los angulos exteriores) valen 360°.
» Usando una red de rectdngulos para demostrar que la suma de los angulos de un
tridngulo rectangulo vale 180° y después, por descomposicion, se puede demostrar esta
propiedad para cada triangulo.

La suma= 180"

4
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No hay ninguna razon para elegir una sola explicacion ni esta prohibido ensefiar mas de una
demostracién. Al contrario, teoremas tan importantes como este y como el de Pitagoras,
merecen mas de una demostracion.

El teorema sobre la suma de los angulos internos de un triangulo satisface el criterio del
americano Morris Kline: Una demostracion solo tiene sentido si contesta a las dudas de los
alumnos y si demuestra lo que no es evidente.

Una pequefa historia con grandes consecuencias

Ocurri6 en el otofio de 1949. En el cuarto de atras de un edificio alto, estaba empollando un
chico de 12 afos, luchando con un ejercicio de geometria. Ha cerrado la puerta corrediza para
que no le moleste la radio. A las nueve, su padre, viene a mirar si ya ha terminado su hijo:

- Eshora de dormir, dice su padre.

- No. No. Quiero resolver este problema. Respondié el hijo un poco irritado.

- ¢Puedo ayudarte?

- No tienes ninguin conocimiento de geometria, Papa.
Hacia las diez, sonaba un grito de triunfo, algo como eureka. Y aunque no pudo conciliar el
suefio inmediatamente, a la siguiente mafiana el nifio estaba alegre y muy vivo en la clase de
geometria.

Quizas lo haya adivinado. Ese chico era yo. Todavia tengo en casa el libro de geometria y he
encontrado la pregunta.

Demostrar: Si dos rectas paralelas, son cortadas por una tercera recta, las bisectrices de los
angulos correspondientes son también paralelas.

El profesor nos ha ensefiado a dibujar lineas paralelas con regla y escuadra.
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Por traslacion deben ser también paralelas las bisectrices de los &ngulos correspondientes.
Entonces ¢para qué demostrar la propiedad?

Este problema no satisface el criterio de Morris Kline.

Creo que esa fue la razdn por la que tuve, inicialmente, dificultades con la esta cuestion. Pero ,
de repente jrecibi la luz! Entendi el juego, el juego de la deduccién (el juego con la pelota dura).
El profesor nos ha entrenado de forma rigida sobre el saque del juego:

Analizar el texto.

Dibujar una figura correcta.
Formular los datos.

Formular lo que se desea demostrar.

LN

Al final utilizando los datos, definiciones y teoremas se puede deducir, en cinco pasos, una
verdad que es intuitivamente clara.

Demostracion: a .:|

allb ' dag Weacilr ' { & es NEacirlr i

L] rema delin ficion defin g ekn

1 1
£Py = L0y £Py = 54P L0y = 5404
| |

£Py = 40,
=0 =ma

dile

No recuerdo la redaccién de mi solucion, no creo que estuviera tan organizada como la de
arriba. Pero estoy seguro que utilicé lo esencial. Ese momento de triunfo hizo que me
enamorase de la geometria, y ese amor ha sido un amor de toda la vida hasta el punto de que
determiné mi futuro profesional.

Pero yo era una excepcion en ese grupo de alumnos. Sélo recuerdo a otro chico de ese grupo
con la misma aficién, o quizas la misma aberracion.

No recuerdo si nuestra aficion dependio de la evidencia de una propiedad geométrica o no. El
siguiente problema en el libro, la perpendicularidad de las bisectrices de los angulos colaterales
internos, es una propiedad menos evidente. Y por lo tanto es mas adecuada y desafiante el
probarla.
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Quince afios mas tarde, cuando era un joven profesor de matematicas en secundaria, me
acordaba de mis experiencias escolares y tenia una ocurrencia didactica. Pedia a los alumnos
que dibujaran correctamente, utilizando regla y compds, en cualquier paralelogramo las
bisectrices de los angulos interiores. Luego tenian que colorear el nuevo paralelogramo
determinado por estas bisectrices. La actividad fue muy animada y al final hicimos una
exposicion de los dibujos.
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En seguida algunos alumnos formularon la conjetura: el cuadrilatero sera siempre un
rectangulo ;Siempre? jParece que si! Sintieron la necesidad de una explicacion.

Veamos. Si el cuadrilatero es un rectangulo, entonces la suma de las dos mitades de &ngulos
colaterales deberd sumar 90°. Necesitamos saber que la suma de los angulos agudos en un
tridngulo rectangulo es 90°. Si ya conocen lo de la suma de los angulos de un triangulo es facil.
En otro caso, tenemos un nuevo problema que podemos resolver construyendo un rectangulo,
como ya hemos visto.

Una consecuencia es que la suma de los angulos colaterales de un paralelogramo debe ser 180°.
Esta propiedad se puede entender por traslacion.



sanda de sanda de
investigacion deduccion

Entonces el problema se reduce a verificar dos propiedades que son méas evidentes.

Este principio es el ndcleo del pensamiento matematico.

Quiero llamar a esta senda la senda de la investigacion. Es como seguir unas huellas hacia atras,
hasta donde no tenemos duda. En contraste con la senda de la investigacion, que hemos
aprendido antes y gque es usual en la educacion matematica universitaria.

Unos afios después, mi aprendizaje de la didactica préactica iba paso a paso, descubri que puede
ser muy atractivo experimentar primeramente con materiales concretos, por ejemplo con un
paralelogramo de carton y trazar las bisectrices doblandolo.

En esta época tenemos experiencias muy buenas con el mismo problema y con alumnos de
secundaria superior. Utilizamos la computadora y el programa Cabri para que los alumnos para
que los alumnos puedan experimentar y explorar propiedades geométricas. Al término de la
exploracion se expresa una conjetura, una hipotesis. Para su verificacion seguimos la ruta hacia
atrds y hemos convenido con los alumnos algunas reglas basicas, como por ejemplo, la suma de
los angulos colaterales de un paralelogramo vale 180°.

Freudenthal llamd a este principio organizacion local: los conceptos y las relaciones
geométricas son analizados siempre hasta cierto limite, que es bastante arbitrario, hasta el
punto en que se puede distinguir a simple vista que significan y si las relaciones son
verdaderas.

Vuelvo al problema anterior.

Como ampliacién de la actividad los alumnos pueden investigar casos especiales con Cabri.
Algunas preguntas que pueden surgir.



* B rectangulo incluido puede serun
cuadrado, ; cuando es?

SN

* A veces desaparece el rectanguic,
s8 reduce a un punio, Jouando ocume ?

7

* A vecas log vartices del rectanguwio estan
en lados opuestos dal pa.ra.'e{%.fa'm.
Zoual e la condiclon necesaria’

LT

Por otra parte, se puede sustituir el paralelogramo por otra figura méas general. Si tomamos un
trapecio en vez de un paralelogramo, el cuadrilatero formado por las bisectrices tiene dos
angulos opuestos de 90°. Esto significa que es un cuadrilatero ciclico, de un tipo especial.
Podemos investigar con cualquier cuadrilatero y algunos alumnos podran expresar la conjetura
de que, las bisectrices forman también un cuadrilatero ciclico. Es verdad. Proponemos otra vez
realizar una demostracion, no solo para verificar la proposicion, sino también para realmente
comprenderla.

paralelogramo = trapecio

trapecio  ——jp cuadrilatero

El ejemplo del cuadrilatero formado por las bisectrices es paradigmatico.
NOS muestra un proceso por etapas:
a Exploracion mediante experimentacion (doblar, dibujar, utilizar el ordenador).
O Suposicion (expresar los descubrimientos, formular conjeturas).
o Demostracion (verificar, comprender, convencerse).
En una situacion lo suficientemente rica se pueden extender las actividades con nuevas etapas
de investigacion:
o Especializacion
a Generalizacion.



Segln mi opinidn y para evitar un malentendido, el ejemplo con las extensiones dadas requiere
de una cierta madurez en los alumnos. Podria ser adecuado para alumnos de, digamos quince
afios, en el bachillerato superior. Sin embargo, creo que también es posible, con el mismo estilo,
construir problemas para alumnos mas jovenes, problemas que les reten y les animen a
conjeturar.

El campo de los nimeros naturales

Presentard ahora un ejemplo con numeros naturales, un ejemplo de aritmética de la escuela
pitagorica. La suma de los primeros cinco numeros impares (1,3,5,7 y 9) es igual al cuadrado de
5. ¢ Es siempre asi? Es decir, ¢es la suma de cada fila de nimeros impares consecutivos, a partir
de 1, igual a un cuadrado?

1 -
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3
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7 Aritmética en Grecia ..
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iPor supuesto! Si afiadimos un nuevo ‘ndmero de la forma V’, construimos un cuadrado mayor.
Este razonamiento es absolutamente convincente para mi, y espero que para otros también. Pero
en la Universidad los estudiantes deben utilizar la induccién matematica.

Pordemaostrar: 1+2+5+  +(in-11= n2
paran=2 3 4, ..

Demostracion:
|.Elcason=2:1+3=4=2%

Il Seaverdad: 1+3+5+ . +(2k-1) = k°

Pues: 1+3+8+  +(2k-1i+(2k+1: =

i +2k+1 = (k+17°

¢Es mas exacta? No, es mas imponente, porque es mas formal.

Sin embargo, el enfoque pitagérico, me parece suficiente y preferible para la ensefianza
secundaria.

El neopitagdrico Nicomaco de Gerasa (100 d.C.), fue famoso por sus nimeros poligonales. Los
mas conocidos son los nimeros cuadrados, los nimeros oblongos y los numeros triangulares.



Micomachos de Gerasa (100 d.C)

. nimero cuadrado
a-.
SN2

1+3+5+ . +(2n-1=n"

24446+ L +2n=nin+1)

nomero friangular

]
a4 &
. 8 &
” 5 4 &
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o o o 1+2+3+ .. +n= ;.l1l:.l1+'1]
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Estos numeros son muy interesantes y permiten descubrir muchas relaciones entre ellos que dan
lugar a interesantes ejercicios de demostracion algebraica.

Nicomaco escribié una interesante obra denominada ‘Introduccion a la Aritmética’ donde trata
las propiedades ‘maravillosas y divinas’ de los nimeros.

En ese libro faltan demostraciones, y Nicomaco se justifica alegando que podrian aburrir a los
lectores (parece la época moderna) y ademas podria perderse mucho del misterio.

Soy por ello partidario del razonamiento y la demostracion matematica, para acabar con la idea
de que la matematica es magia.

Un descubrimiento famoso de Nicomaco, sin demostracion, es el siguiente: cada nimero cubo
es la suma de nimeros impares consecutivos.

Veamos: 1° = 1, 2° = 3+5, 3° = 7+9+11, 4° = 13+15+17+19, etc.

¢Cémo demostrar y, de paso, desmitificar esta proposicion?

Considere las medias aritméticas de los conjuntos de nimeros impares

3,5 —fp media=4

7.0, 11 = madia=0

13,15 17,10 =p madia = 16

pues

3+5= 2xF=p?

749+ 11= 3x¥=3°

13+15+17+10= 45 #=47




Cada vez la media es un cuadrado. Parece que si, luego casi estamos listos. Para comprender esa
propiedad utilizare la espiral de nimeros.

10 99 98 97 85 o5 o4 93 82 s a0

E'T":I

64 B3 62 B1 en 58 | 57 8o
J—

BE) 36 A5 34 32 a2 £l o 185 |88

ged ar) 16 15 14 13 12 dao lsa Lar

3
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BRA 33 18p  Bp OF——%1 10 42T Q52 WAS
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En las esquinas encontramos los ndmeros cuadrados y los nimeros oblongos. No es dificil de
entender: jMire los pasos! Cada cuadrado es la media aritmética de dos numeros oblongos
consecutivos. Ejemplo paradigmatico: 6x6 es la media de 5x6 y 6x7. Si quiere podemos dar una
demostracion algebraica: n es la media de (n-1)xn y de nx(n+1).
Miremos ahora a las sumas 1, 3+5, 7+9+11, etc. Los términos de tales sumas caen exactamente
entre dos nimeros oblongos consecutivos. La demostracion de este hecho es un buen ejercicio.
De este modo podemos entender la validez de la regla de Nicomaco.
Una consecuencia interesante de esta regla es una de las formulas méas espectaculares de la
matematica:

1% +23 +3% +..+n% = (1+2+3+...+n)?
Parece increible que Nicomaco no haya dado con esta igualdad. De cualquier forma, no aparece
en su obra.

19+ 25+ 59+ 42

Y

I 1 T 1
1+3+5+7+0+11+13+15+17+ 10

(1+2+3+ 47

La figura explica la formula de manera paradigmatica y visual.
Existen otras demostraciones visuales de la misma igualdad, por ejemplo:
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Observacidn: las superposiciones se compensan.

Por lo general, en los libros de textos universitarios, se exige una demostracion de la formula
para la suma de los cubos utilizando la induccion matematica. Ese método es importante en
matematicas, pero es discutible su uso en secundaria desde una perspectiva didactica.

Una demostracion por induccidn aporta, sin duda, certeza pero quizas no aporte comprension de
la validez de la afirmacion probada.

¢Demostrar o no demostrar en la ensefianza secundaria?

La demostracion ha perdido mucho terreno en la ensefianza actual de la matematica en el nivel
de secundaria. Mas aun, con la desaparicion del método euclideo de la escena pedagdgica en
muchos paises, no hay lugar para la demostracion matematica. Parece como si el fendbmeno
“demostrar” fuera impropio del enfoque pragmatico tan de moda en esta época.

Como reaccion, en algunos paises, ha surgido un interés didactico renovado por reforzar los
elementos “razonar y probar” en la educacion matematica. La cuestion es: ¢Existe alguna
posibilidad de que los alumnos conozcan algunas demostraciones que satisfagan el criterio de
Morris Kline?

Yo pienso que si, pero no para todos los alumnos. En mi pais hemos reintroducido la
demostracion geomeétrica en el bachillerato superior y s6lo para alumnos con el perfil “exacto”.
Para estos alumnos proponemos la utilizacion del programa Cabri y la “organizacion local” de
Freudenthal y parece que tenemos éxito.

Oficialmente, en los tres primeros afios de secundaria, no ha diferencia entre los alumnos. Pero,
debido al fracaso actual en la secundaria basica, muchos colegios empiezan a diferenciar a los
alumnos en dos o tres perfiles a la edad de doce afios. Es una reaccion comprensible después de
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una experiencia de seis afios. Un problema grave es que los alumnos sobresalientes no tenian
ningun reto. Ahora tenemos nuevas ediciones de los libros de texto y cada libro presenta dos o
tres niveles. Es una reaccion tipica del mercado de los libros de texto. Existe también un
proyecto para realizar un texto digital (en internet) para los alumnos sobresalientes. Segin mi
opinion este desarrollo nos proporciona una oportunidad para reforzar el curriculum de
matematicas y a prestar mas atencion a razonar y probar, aunque sélo sea para los ‘talentosos’.
El campo de los numeros naturales presenta oportunidades tal y como he mostrado antes.
También hay posibilidades en la combinatoria elemental. También en la llamada geometria de
vision: perspectiva y sombra. Pero si uno quiere experimental el espiritu de la deduccion y del
método matematico, la geometria clasica parece lo méas apropiado. Sin embargo, no quiero
parecer un propagador de la vuelta a la geometria estilo Euclides partiendo de axiomas y
definiciones. No es adecuado para los alumnos jovenes y ademas requiere de mucho tiempo.
Pero, quizas podriamos seleccionar un dominio geométrico que es mas o menos independiente y
que es atractivo para alumnos de, digamos, 14-15 afios. Tal dominio existe, segn mi opinion, y
lo constituye las areas de los poligonos culminando en el teorema de Pitagoras. Tal dominio se
encuentra en los Elementos de Euclides entre las proposiciones 34 a 48.

El francés Clairaut (siglo XV111) escribi6 un libro titulado ‘Elements de géométrie’ en un estilo
intuitivo y con demostraciones informales. Satisface mas o menos las ideas de Freudenthal
sobre la organizacion local.

He aqui una pagina sobre la igualdad de las areas de dos paralelogramos (proposicion 35).

Les Parallelogrammes qui ont une base comimuing,
et qui sont entre les mémes paralleles, sont dgaux
en superficie.

Die 1a 11 sult, que tous les parallelogrammes ABCD,
EBCF (fig. 18 ou 19), qul auront une base commune,
I 8] I A

i E
et qul se trouveront entre les memes paralleles,
sertont égaux; ce qull est alsé de volr, méme inds-
E'I'Id"ll'l1l1'|E'I'I[ dece ﬁ récéde, en remardguant que
e parallélogramme ABCD deviendra le parallélo-

& 1 A

C B
gramme EBCF, sl on lul ajoute le triangle DCF, et que,
dle la figure entlere ABCE, on retranche le triangle ABE;
gu ‘anisl les deux triangles DCF, ABE, étant su ppnses
gaux, L sera évident que la parallélogramme ABCD
maura polnt changd d étendue en devenant EBCE.

La demostracion es muy sencilla 'y creo que los alumnos podrian realizarla. De hecho se basa en
el enfoque euclideo. Euclides continua con esta proposicion:
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Evwlices, fomn I, Froposicin 36

Low parafelogramos queestan en bases jgales
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Veamos: Por la proposicién 35 sabemos que los paralelogramos ABCD y EBCH tienen la

misma area. Lo mismo vale para los paralelogramos EBCH y EFGH. Luego los paralelogramos
ABCD y EFGH tienen la misma &rea.

Este es un ejemplo tipico de deduccion matematica.

Euclides continua con la igualdad de areas de triangulos que “tienen iguales bases y estan
comprendidos entre paralelas”.

Un enfoque, mas dindmico, consiste en utilizar Cabri para descubrir que el area de un tridngulo
no cambia si uno de sus vértices se mueve en una recta que es paralela al lado opuesto.

Esta propiedad da lugar a muchos ejercicios interesantes.

Ejemplos:

Transformar un pentagono en un triangulo conservando el area.

+

o
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La pajarita.

Me parece muy Util que los alumnos puedan sistematizar su razonamiento.

Par demostrar:
drea ASD = grea BSC

o [
A\ 2450
A

B
Demostracian:

ABICD, pues: érea ABC = drea ABD
drea BSC = drea ABC - drea ABS

} = araa BSC = droa ASD
drea ASD = drea ABD - drea ABS

Este ejemplo tiene una interesante continuacién. Trazamos el segmento que pasa por S y es
paralelo a la base AB, que une los puntos P y Q de los lados AD y BC. Parece que S es el punto
medio del segmento PQ. Se puede probar utilizando el principio de reduccion al absurdo. Un
principio injustamente olvidado en la educacion matematica. De acuerdo, es dificil que los
alumnos lo utilicen de forma activa, pero el gusto por tal tipo de razonamiento debe formar
parte de la educacion matematica de los alumnos de bachillerato.

0 C 5 es ol medio de PO

A 2]

Demostracian:

yasabemos:  area ASD = area BSC (i)
Supongamos; PS < Q5

Pues: area APS < area BOS

drea DPS < grea COS
+

drea ASD < drea BSC
qua &s contradictonio con (i)
Analogamenta:

desde PS5 = QS seria drea ASD = area BSC,
tambian contradictorio con (i)

Una explicacion alternativa desde la vista en perspectiva: el trapecio puede interpretarse como

la vista en perspectiva de un paralelogramo, y tenemos asi una demostracion sin palabras:
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Un teorema clésico:

o c

Vel
AVaY

P en al diagonal

area {=area il

La diagonal del paralelogramo no solo parte ABCD
en partas iguales, perotambién los dos paralelogramos
blancos. Puss drea | = area ll.

Por reduccidn al absurdo sa pusde demostrar la
inversion: si dos lingas paralelas a los lados de un
paralelogramo 2 cortan en Py su las dreas da |y I
s0n iguales, pues P esta en la diagonal BOD.

Este teorema de Euclides tiene muchas aplicaciones. Incluso en Algebra.

ad b

a

Clairaut, imitando a Euclides, usa el teorema para construir un rectangulo con altura dada y
cuya area sea igual a la de otro rectangulo dado.

Maniére de changer un rectangle (ABCD) en un
autre (GBEE) , dont Ia hauteur soif donnée.
,:::: ............ “+ =

I:H"‘I
.
I".
- hI
- “-. .
b, n i
.
|“
'\.
v, -
_.-'!, {:- I

Esto proporciona la oportunidad de construir puntos de una hipérbola ortogonal.
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Si se aplica la construccion anéloga, pero para paralelogramos, se obtiene la hipérbola oblicua.
El tema de la igualdad de las é&reas es rico y concreto. Hay muchas aplicaciones geométricas y
conexiones con otras partes de la matematica. Ademas proporciona la oportunidad de explorar y
probar con Cabri.

Por Gltimo quiero mencionar una publicacion muy interesante del sudafricano Michele de
Villiers: * Rethinking Proof with the Geometer’s Sketchpad”. El autor, que ha basado sus ideas
en la teoria de van Hiele, discute seis funciones de la demostracion: explicacion,
descubrimiento, verificacion, desafio intelectual, sistematizacion y comunicacion. Podriamos
afiadir comprension y desmitificacion.

He hablado sobre estos aspectos de forma mas o menos implicita.

En mi opinidn los aspectos mas importantes para la educacion matematica son la comprension y
el desafio intelectual. Una condicidn necesaria para lograr ensefiar demostraciones es conseguir
una esfera activa de trabajo, con muchas oportunidades de explorar e investigar. Si un alumno
descubre cierta propiedad por si mismo, estara mas motivado hacia su comprensién y hacia la
busqueda de una demostracion convincente.

Martin Kindt, es investigador y profesor en el Freudenthal Institute de la Universidad de
Utrecht. Su interés es la educacion matematica, la historia de la matematica y la geometria.
Direccion electronica: martin@ull.es

Publicado en: Numeros. Volumen 50, junio 2002, pp 3-18.
(Arreglos para la version castellana realizados por Juan Antonio Garcia Cruz)
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