ANALISIS MATEMATICO VI. Tema III: El Terorema de Cauchy
Curso 2003-2004
1. Describir los siguientes caminos indicando si son simples, cerrados y su regularidad.
a)y(t) =12 +itt, —1<t<1 Db)yt)=¢", 0<t<Vor
e)y(t) =3 +ilt]?, —1<t<1 d)y(t)=e +iet, 0<t<1

2. Sean f, g dos funciones continuas, ¢, co, dos constantes y v, <1, 72 curvas regulares a trozos. Demostrar
que

(a) /w(61f+029)201/vf+02/~yg
(b) /_vf:—/vf-

3. Demostrar que si 3 es una reparametrizacién! de +, entonces

[=]

para cualquier funcién continua f definida en un abierto conteniendo la imagen de y=imagen de f3.

4. Dados los caminos «, 8 y 7y definidos en [0,1] por a(t) =t +it, 3(t) = t +it?> y v(t) = t? +it. Determinar
las parametrizaciones de —«, =03, —y, a — 3, 0 —~vy a— B+ 1.

5. Siy(t) =te, 0 <t <, calcular las siguientes integrales:
a) f7 zZdz D) fﬁ/ |z||dz| ¢) fﬁ/ zdz
6. Siy(t) = [e®", 1] + !t 0 <t <, calcular las siguientes integrales:
a) [[27tdz b) [ 2|7 dz| ¢ [ e*dz
7. Probar que para todo caminos regular a trozos v y toda funcién continua en - se verifica fv f(2)|dz| =

J_, () ldz].

8. Demostrar? que si f es una funcién anlitica definida en un dominio 2 C € y si f’(z) = 0 para todo z € 2,
entonces f es constante en 2.

9. Sea v la mitad de la circunferencia unidad superior. Probar que

62
/ —dz
~ z
1Sea 7 : [a,b] — € una curva regular a trozos. Se dice que 3 : [@/,b’] — € es una reparametrizacion de v si existe una funcién

de clase C1, a: [a,b] — [a/,b] con &/(t) > 0, afa) = a’ y a(b) =V tal que
v(t) = Ble(?))

< 7e

2Unsando el Teorema fundamental del célculo
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Sea v la circunferencia de centro a € € y radio r. Calcular la integral

L(z —a)"dz

paran =0,£1,£2,....

Si y(t) = ettit. 0 <t < 7, probar que

< eLog(m + V72 +1).

L (Logz)~'dz

Para a,b > 0, probar que

/aﬂb cos(2?) dz| < (a? +5?)! ?sinh (2ab)
0 - (2ab)

Sean a,b € R verificando a < b, y para todo ¢ € R sea I(c) = chb e=*" dz. Deducir que I(c) — 0 cuando

c+ia
¢ — Fo0.
Para b > 0, probar que [* e~ cos(2bmt) dt = /me V'™ 3
Caleular: (i) [,_, VO = 22dz; (i) [, (22 +22) 7 dz; (i) [, ;s p0(z* +27) L da.

Siy(t) = 2cost +isent, 0 <t < 2w, calcular las siguientes integrales:
a) [ sen(z?)dz b) [ 27tdz c) [ (2* +2iz)" dz *

Sea y = v1 +72 +73 donde 71 (t) = € (0 <t < 27), 72(t) = —1+2e7*" (0 <t < 27),y y3(t) = 1 —i+e”
(/2 <t < 97/2). Determinar los valores de n(v, z) para todos los puntos de C\ {7}.

Calcular: i) lelzl 2z 1Log(z + €) dz; (ii) f‘z_2|:3/2(22 — 1)~ tArctg 2 dz; (iii) f\z\:z(z +1)72e* dz.

Seay = [~1,1 4]+ f+[~1+14,1], donde B(t) =i +e", 0 <t < 3m. Caleular [ (2* + 1)~ dz.
a) Para r > 0 sea I(r) = f% z7le* dz donde ~,.(t) = re't, 0 < t < w. Probar que I(r) — 0 cuando

r — ooy I(r) — mi cuando r — 0.°
b) Probar que [~ ¢ 'sentdt =7/2. ¢

Sea f = w4 v una funcién entera que verifica u,v, —uyv; = 1 en todo el plano complejo. Demostrar que
f esdela forma f(z) =az+b, con a,be Cy |a|] =1.

Sea f = u 4+ 7v una funcién entera que verifica u, + vy, = 0 en todo el plano complejo. Demostrar que f
es de la forma f(z) = az+b, con a,b € Cy Rea =0.

Sea = C\ (—00,0]. Definimos f: Q — C por f(z) = (2 —1)/Logz si z # 1y f(1) = 1. Probar que esta

funcién es analitica.

3AYUDA: Considerar fc’)R e=**dz con R el rectangulo de vértices —c, ¢, c + bmi, —c + bmi y el ejercicio anterior. Utilizar que

o0
€7t2dt = ﬁ
o 2

4AYUDA: Para b) pensar en f 27 Vdz

[z]=1

5AYUDA: Para la segunda parte probar primero que f“r 271(e** —1)dz — 0 cuando r — 0.

6AYUDA: Para 0 < s < 7 < oo considerar fw 27 1e?* dz donde v = [s,7] + v + [—7, —8] — 75 ¥ (1) = re’t, y5(t) = se't para
0<t< .
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Calcular las siguientes integrales:

Log(1
2) / arcseg 32 o b) / ng( + ;’) dx
l2—2i|=3/2 (2 —1) la—2j=3/2 (22 —1)
k
c) /|z|—2 (Z—ZW dz (keN) d) /8Q (,:i’(jrizz))l dz con @ el cubo de vértices 2, 2%, —2, —2i.

Sea f una funcién analitica en un dominio convexo A y |f'(z)] < m para todo z de A. Probar que
|f(21) — f(22)| < m|z1 — 22| se verifica para todo par de puntos de A.

Si una funcién f es analitica en un dominio convexo A y si Ref’(z) # 0, entonces f es inyectiva en A.

Una funcién analitica en D verifica f(0) = 0y |f(2)] < ¢(1 —|z])7"~! en todo el disco con n un entero
no negativo y ¢ > 0. Probar que |f(2)| <cen (1 —|z]) ™" sin > 1y |f(2)] < cLog[(1 — |z])7!] si n = 0.
Teorema de Gauss-Lucas: Sean z1, 23, .., 2, las raices del polinomio p(z). Probar que toda raiz ¢ de p’(z)
puede escribirse de la forma

(o]
C =Xz +Xzo+ - +Ay2,, donde Aj, Ag,.., Ay >0, Z/\i =1.
i=1
Se dice que las raices de p'(z) pertenecen a la envolvente convexa de {z1, ..., 2, }

Probar la siguiente generalizacién del Lema de Schwarz. Sea f una funcién analitica en D = D(zg,r) y
m > 0 tal que | f(z) — f(20)| < m para todo z € D. Probar que |f'(20)| < m/ry |f(2) = f(20)] < 2|z — 2
para todo z € D.



