ANALISIS MATEMATICO VI. Tema II: Funciones holomorfas
Curso 2003-2004

1. Si f(z) = u(z,y) +iv(z, y) es analitica en un dominio G, determinar tras el cambio a coordenadas polares
x =rcosf, y =rsenf la expresion en estas coordenadas de las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Dar la expresién de f'(z) en funcién de las derivadas parciales de r y 6.

2. Determinar dénde admiten derivada las siguientes funciones. Hallar el conjunto donde son analiticas.

a) f(z) =2 b) f(z) = 2% — y* —i2zy ) f(z) =21

d) f(z) = 27" e) f(2) =a® —y* — 2oy +iQ2ry +2* —y?) ) f(2) =2

g) f(z) = e” cosy — ie"seny h) f(z) = cosx + iseny i) tan z

D) =242 k) f(2) = —wy + §(2* — %) D) f(z) = (y+1) +i(z+1)
m) f(z) = e* V" (cos(2xy) + isen(2xy)) m) f(z) = = i) s) f(z) = 3ze™ + |22 + 4
0) f(r,0) = risendf — ir cos 46 p) f(r,0) =12 cos? 0 + ir?sen0 q) f(r,0) =Inr2 +i20

3. Sea f(z) = u(x,y) + iv(x,y) una funcién analitica en un dominio G y cuya funcién derivada es también
analitica en G. Determinar la expresién de f”(z).

{Qué condiciones adicionales a las ecuaciones de Cauchy-Riemann podemos asegurar que verifican en este
caso u y v?
4. Probar la Regla de L’hospital para funciones complejas:

Si f y g son dos funciones diferenciables en zq tales que f(zg) =0 = g(z0) v ¢'(20) # 0 entonces

i £) _ F(z0)

== 9(2)  g'(20)

5. Calcular los siguientes limites:

) i 2242-2 b i 2942 -2 )i ePe” — ef
R RS RS e 1

6. Sabiendo que f(0) =0y f/(0) =1 calcular:

a) tim L2 )ty S ¢) lim LG

z—0 z z—0 z z—1 zZ—1

7. Probar que f(z) = Z no es analitica.

8. Probar el Teorema de la aplicacion conforme. Si f : A — € es una funcién analitica y f'(z9) # 0, entonces
f es conforme® en 2z con 8 = Argf'(z0) y v = |f'(20)].

9. Determinar el 4ngulo con el que es rotada por la funcién f(z) = 22 toda curva que pase por el punto: a)
Z0 =1 b) zo=1+1.

1Una aplicacién f : A — € se llama conforme en zo si existe § € (—m, 7] y 7 > 0 tal que la curva v : [0,1] — A es diferenciable
en t = 0, con v(0) = zo, y verifica que 7/(0) # 0, la curva o(t) := f(v(t)) es diferenciable en ¢t = 0 donde |¢’(0)| = |7/ (0)| ¥y
argo’(0) = argy’(0) 4+ 6. Una aplicacién se dice conforme cuando es conforme en todo punto.
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Estudiar el comportamiento infinitesimal de f(z) = 2% + 1 en 2y = 1.

Probar que si f y f’ son analiticas en un abierto A y f = u 4 v, entonces u y v son funciones arménicas?

en A.

Sea f(z) una funcién analitica en un dominio G verificando que f(Z) = f(z) y que f(Z) es analitica en G.
Probar que f es constante.

Utilizar este argumento para asegurar que f(z) = ()% + z no es analitica en ningtin punto.

JExiste alguna funcién f analitica en C que verifique Ref(z) = z — 2y2?

Determinar la funcién entera f(z) que verifique Ref’(z) = 32% — 4y — 3y2, Ref(0) =6y f(1 +4) = 0.
Estudiar la diferenciabilidad de la funcién ¥/=.

Si f(2) y g(z) son dos funciones analiticas en un dominio G tales que f/(z) = ¢'(z) en todo punto de G,
probar que entonces f y g difieren en una constante.

Utilizar este resultado para probar que si f/(z) = a € C para todo z, entonces f(z) = az +b.

Sea f una funcién analitica en un dominio Gy que verifica Arg[f(z)] = o € R para todo z € G donde
f(2) # 0. Probar que f es constante.

Sea f(z) = u+iv una funcién analitica en un dominio G tal que v(z) = (u(2))2. Probar que f es constante.

Sea f = u+ iv una funcién entera verificando u,v, — uyv, = 1 en todo el plano complejo y f’ analitica.
Probar que f es de la forma f(z) =az+bcon a,b € Cy |a| =1.

Sea f una funcién analitica en el disco D = {z € © : |z] < 1} tal que Ref(z) = 3 para todo z € D.
Demostrar que f es constante en D.
Sea s
z
— z#0
fzy=4 Il
0 z=0
(a) Probar que f(z)/z no tiene limite cuando z — 0.
(b) Siu= Refyv=Imf, probar que u(z,0) = z, v(0,y) =y, u(0,y) = v(z,0) = 0.
(c) Demostrar que las parciales de u y v existen y que verifica las ecuaciones de Cauchy-Riemann en
(0,0).
Probar las siguientes relaciones:

a) sen?z + cos?z = 1 b) sen(z1 £ 22) = senzj cos zo & coS z18en2

c) cos(z1 & 29) = cos 21 COS 22 F senzisenze  d) sen?z = %(1 — c0s22)

Determinar los complejos tales que senz — cosz = 0.

Determinar las soluciones de las siguientes ecuaciones:

a) e* = et b) % = e%* c) (e —1)2 =e*
d)(e*—1)2=¢* e)(e*—1P°=1 f)e =1

_1
g) cosz = 3

2Sea A un conjunto abierto de € y u : A — IR una funcién. Se dice que u es armdnica si

9 u  0%u

A T
v 02z 0%y

La expresién 72u se denomina Laplaciano de u.
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Sea la rama del logaritmo definida por f(z) =logz = In|z| 4+ 6, 0 < § < 27. Determinar su dominio de
analiticidad. Calcular f(—e?). ;Podemos dar un valor de f(e?) para esta rama analitica?

Considérese la rama analitica del logaritmo en el dominio C\ {z+iy : £ =0, y < 0}. Si esta rama asigna
log(—1) = im, se pide hallar: a) log1; b) log(ie); ¢) log(—e — ie).

Considérese la rama analitica del logaritmo en dominio C\ {z + iy : =y, y < 0}. Si esta rama asigna
log 1 = 427, se pide hallar: a) logi b) log(v/3 + i) ¢) log(—v/3 + ).

Sea la funcién f(z) = Log(z —4). a) Determinar el dominio de analiticidad de esta funcién.
b) Hallar f(—1).

¢) Explicar por qué g(z) = f(z)/(z — 2i) tiene una singularidad en el dominio de analiticidad de f(z),
pero h(z) = f(z)/(z 4+ 2 — i) si es analitica en este dominio.

Determinar el dominio de analiticidad de f(z) = Log(z2 + 1).

Calcular f/(z), considerando la rama principal, para: a) f(z) = 2174, 2y = i; b) f(2) = 2'/2, 2z = —9i;
) f(z) =27, zg = i; d) f(z) = 2502, 29 =i ) f(2) =i, 2 =1i.

Si f(2) = 2'/? es la rama definida en C\ {z 4y : = =0, y <0}y f(4) = —2, hallar: a) f(9); b) f(—1—1);
c) f(9 —1i9v3).

Hallar f/(i) si f(z) =4 y se usan valores principales.

Calcular f’(—64) si se emplea la rama principal de f(z) = 27/6,

Sea f(z) = 10°". Esta funcién se evaltia de manera que |f(in/2)| = e~ ™. Hallar f'(z) y f'(in/2).
Determinar explicitamente las funciones trigonométricas inversas arcsen z y arccos z. Hallar sus derivadas.

Probar que arcsen z +arccos z=45 + 2km.

(En cual de los siguientes dominios puede definirse una rama del logaritmo?
a)D={z: z+y <0} b)D={z:1<|z|<e} o) D={z:1<|z|<e}\{ti: 1<t<e}

A D={2:0<y—z<1} e D={z:0<|z|+]|yl <1}

Sea D =C\ ({0} U {e'™ : —00o <t < o0}) y L(2) la rama del logaritmo en D que verifica L(e) = 1.
Calcular: a) L(e®); b) L(—€®); ¢) L(ie™), k € Z.

Calcular la derivada y dar la region donde es analitica las siguientes funciones:
(a) e
(b) sin(e?)

(¢) Ver +1

Calcular Of y Of para las siguientes funciones.

a) F(z) = 2%y +i(> —y) b) f(2) = 322 + € + 2|

c) f(z) = Log(1 —[2]?) d) f(z) =



