CAPITULO III
ANALISIS MATEMATICO V
DEPENDENCIA CONTINUA Y
DIFERENCIABLE DE LAS SOLUCIONES

1. Dependencia continua y aproximacion de soluciones

Bajo ciertas condiciones el problema

{w'Zf(t,w)

(L‘(t()) = X9

admite una tnica solucién maximal definida en un intervalo (a,w) (si f(¢, ) estd definida
en un abierto 2). En este sentido la solucién = = x(t) y su dominio de definicién (o, w)
dependen de los datos iniciales (tg,z(). Analicese una vez mas con detalle el ejemplo
2’ = 2?%, 2(tg) = 9. Aqui se estudiard cémo varfan dichas soluciones con los datos iniciales
y otras perturbaciones de la ecuacién. La siguiente definicién recoge la hipdtesis minima
sobre f(t,x) para el desarrollo del capitulo.

Definicién. Se dice que f: ) C R x R" — R", continua en 2 C R x R", un conjunto
abierto, posee la propiedad de unicidad de soluciones si para cada (tg,xg) el problema de
Cauchy

$(t0) = X
admite una tnica solucién. Si (a,w) es el intervalo de existencia maximal algunas veces
se representard la dependencia de o y w con respecto a (tg,xg) en la forma a(tg,zo) y
w(to, zo). Se designard por

x = z(t, to, o)

a la tinica solucion de (P) definida sobre su dominio de existencia maximal («,w) y la que
nos referiremos como la solucién general del problema de Cauchy. El conjunto:

0 = {(t,to, z0)/(to, o) € Q, t € (alto,x0),w(to, x0))}

representara su dominio de definicion.

Ejemplo. Como se sabe, si f = f(t,z) es localmente Lipschitziana en x (por ejemplo f es
de clase C'1) entonces f tiene la propiedad de unicidad de soluciones.
El siguiente resultado de tipo cualitativo expresa la continuidad de la solucién general

de (P).
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2 III. Dependencia continua

Teorema de Peano: dependencia continua con respecto a datos iniciales. Sea
f:Q CRxR"® — R" continua localmente Lipschitz' con respecto a x. Entonces se tiene
que,

a) @ CRxQCRxRxR" es un conjunto abierto,
b) x = x(t,tg, zo) es continua en O.

El siguiente resultado incorpora la dependencia con respecto a parametros. Es conse-
cuencia del anterior.

Teorema de dependencia continua con respecto a parametros. Supongamos
que f = f(t,x, ), f: Qx A — R™, Qx A abierto en R x R® x R* es continua y localmente
Lipschitz? con respecto a x. Sea x = x(t, o, o, \) la tinica solucién del problema

{ ' = f(t,x,\)
iL'(to) = X9

y sea © = {(t,to,x0,N)/(to, z0) € Q, A € A, t € (a(ty,zo, \),w(to,xo,A))} su dominio de
definicion. Entonces se tiene que,

a) @O CRxQx ACRxRxR" xRF es un conjunto abierto,
b) x = x(t,tg, o, \) es continua.

Finalmente, el que sigue es un resultado més potente que los dos anteriores. Se hace
patente de forma explicita que la hipdtesis fundamental es la propiedad de unicidad de
soluciones.

Teorema (Kamke, 1932). Sean f, : Q CRxR*" - R"y f: Q C RxR" — R"
funciones continuas tales que f, — f converge uniformemente sobre cada compacto K C )
(es decir, para cada compacto K C €, las restricciones de f,, a K convergen uniformemente
a la restriccién de f a K). Sea {(ton,xon)} C Q tal que (ton, xon) — (to, o). Sea (zn,I)
una solucién maximal del problema

{ ' = fu(t,z)
x(tOn) = Ton

para cada n € N. Supongamos ademds que f = f(t,z) tiene la propiedad de unicidad de
soluciones y que x = x(t) es la solucién de

U

que esta definida (al menos) en el intervalo [a,b]. Entonces, existe ny € N tal que para
cadan > ny la solucién x,,(t) estd definida en [a, b] (e.d. [a,b] C I,,) y ademds x,,(t) — x(t)
uniformemente sobre [a, b].

Obsérvese que la demostracién de los teoremas de Peano y dependencia paramétrica
son consecuencia relativamente directa del teorema de Kamke.

1Basta con que tenga la propiedad de unicidad de soluciones
2Como antes, basta con que tenga la propiedad de unicidad de soluciones
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Conocida la propiedad de continuidad se concentra ahora nuestro interés en obtener
informacién cuantitativa de las soluciones (por ejemplo, aproximaciones numéricas de las
mismas), los siguientes resultados brindan las estimaciones adecuadas (pertenecen al 4m-
bito general de la teoria de desigualdades diferenciales).

Lema (Gronwall, 1919). Sean c(t) y g(t) funciones continuas en el intervalo [a, b] en
donde g > 0. Siy = y(t) es continua y satisface la desigualdad
t

y(t) < c(t) +/ g9(s)y(s) ds para a <t <b

a

entonces, t ¢(5)g(3) exp (/: g(7) d7> ds.

Si ademas, c(t) = ¢ = constante entonces

y(t) < cexp (/:9(8) dS) :

En el siguiente resultado se supone conocido -a diferencia del teorema de Peano- el
dominio [a, b] donde estan definidas dos soluciones aproximadas x1(t), x2(t) -es decir, no
exactas- de una cierta ecuacién Lipschitz ' = f(t,x) de constante L (luego x, = f(t,x;) +
ei(t),i=1,2, donde |e;(t)| < €;, siendo €; una cota del error en [a, b]) cuyos datos iniciales
difieren una cierta cantidad. La conclusién establece una estimacion de la diferencia entre
las dos soluciones (conocida algunas veces como la “desigualdad fundamental”).

y(t) < cft) + /

a

Teorema (desigualdad fundamental). Sean z1(t), x2(t) funciones diferenciables
tales que
|z1(a) — z2(a)| < 6
y
|25 (t) — filt,zi()| <& (i=1,2)
para a <t <b. Sila funcién f satisface la condicion de Lipschitz3
|f(t,$1) - f(t7.132)’ < L|$1 - I2|,
entonces
|1 (t) — @o(t)] < 67 + (61 + &) [" 7 — 1)/ L,
paraa <t <b.

Observacion. En las mismas condiciones, si las x;(t) estdn definidas a ambos lados de a,
por ejemplo en |t — a| < K la correspondiente estimacién “bilateral” es:

|$1(t) - (Eg(t)| S 5€L|t_a| + (61 + 82)[6L|t_a| - 1]/L

Por otra parte, el resultado anterior puede establecerse usando también instantes iniciales
diferentes para las soluciones aproximadas.

Demostracion del teorema de Peano: un boceto. La idea clave consiste en probar primero
la siguiente propiedad con interés en si misma.

3En realidad sélo es necesario que la condicién se dé en un entorno de las gréficas de ambas soluciones
para t € [a,b]. Es precisamente en estas condiciones como se aplica en la préctica el teorema 5.
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Propiedad. Sea f como en el teorema de Peano, P,, = (ton, Ton), Po = (to, o) tales que
P, — Py. Sean asimismo z(t) = z(t, Py), x,(t) = z(t, P,,) las correspondientes soluciones
de ' = f(t,z) con datos iniciales en Py y P,. Si z(t) estd definida en un intervalo [a, b],
to € la,b], entonces para n > ng lasolucion x,(t) también esta definida en dicho intervalo
teniéndose que:

Ty — T,
uniformemente en [a, b].

Demostracion de la propiedad. Consideramos el arco:
I'={(t,z(t)): t € [a,b]}.

Para cada P € I' tomamos el tonel @, zr(P) = [t — h,t + h] x Bg(x) C Q de suerte que f
esta acotada por M en la union:

UPGF@h,R(P)'
Trabajamos con el intervalo [tg, b] procediéndose en [a, tg] de manera similar. Sabemos que
R
x(t) = x(t, P) esta definida en el intervalo Iy = [tg — ho,to + ho] con hg = min{h, M} A

partir de un n; los toneles: o -
Qny2,r/2(Pn) C Qp r(P),

1 1 1
estando las z,(t) = x(t, P,) definidas en los intervalos 510 (ton) = [ton — §ho, ton + §h0].

Como tg, — to tendremos que a partir de un ns:

1 1 1 1
—Ip = [to — =ho,to + =hol C =TIo(ton).
510 [to 20,0+20]C20(0)

Asi, tanto x como las z,, estaran definidas en el intervalo comun [ty — h1,to + h1] donde
hi = ho/4. En dicho intervalo se tiene:

t
r=x0+ [ f(s,2) ds,
to

ton t
Tn = Ton — / + f(S,CUn) d87
to to

luego:

t
|Az,| < |Azgn| + M|Atoy| +L/ |Ax,| ds,

to

en [to—hi,to+hi] con Az, =z, —x, Ao, = Ton —To ¥ Aton, = ton —to. La desigualdad
fundamental establece entonces que:

zn(t) — x(t),

uniformemente en [ty — hy,tg + hq].
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Nos fijamos ahora que volvemos a tener la misma situacién en t{, = to+hy con la familia
de datos P, = (t,, xy,), Py = (t4, xy), donde z(,, = xn(to+h1), ( = x(to+h1). Repitiendo
el argumento concluimos que las z,,(t) estdn definidas para n > n3 en el intervalo contiguo
[to + hi1,to + 2hq] con la misma hq, teniéndose la convergencia uniforme:

xn(t) — x(1),

en la totalidad del intervalo [tg — hy,to + 2h1]. Es evidente que procediendo en un nimero
finito de pasos cubrimos el intervalo [to,b], estando definidas las z, en el mismo para
n superior a un ng (mayor que los otros n;) obteniéndose alli la convergencia uniforme
r, — x. Esto completa la prueba en la totalidad de sus detalles. [

2. Diferenciabilidad con respecto a los datos iniciales

En la presente seccién supondremos que f: 2 C R x R” — R™ es una funcién de clase
C* con k > 1 sobre un conjunto abierto 2. Obsérvese que ello conlleva la propiedad de
unicidad de soluciones para f = f(t,z). Vamos a establecer que en estas condiciones la
solucién general x = x(t, o, zo) del problema de Cauchy es también una funcién C* (C*+1
con respecto a la primera variable ¢). Sin embargo, lo notable es que cada una de las

x
derivadas parciales de la solucién general 8—(75, to, o) (donde ¢ puede ser cualquiera de

las variables t,tg, zo;) considerada como funcién de ¢ satisface otra vez un problema de
Cauchy explicito.

Teorema: dependencia diferenciable. Supongamos que f : ) C R x R" — R" es
una funcién de clase C! sobre el conjunto abierto Q. Entonces x = x(t,ty,zg) es de clase
C! sobre © (véase la definicién de ©). Ademds,

ox

W) Y1) = 5

t,to, o), t € (a,w) es la solucién del problema de Cauchy,

ox

{Y’ =9 o)) v
Y(to) =1,

donde I es la matriz identidad n x n y zo(t) = z(t, to, zo).

b) 2(t) = 27“”

(t,t0,20), t € (a,w) es la solucién del problema de Cauchy,

{z’ _ g—i(t,:co(t)) .
z(to) = —f(to, o),

donde, como arriba, xo(t) = x(t,to, o).

Corolario. En el teorema anterior se puede remplazar C' por C* (incluso con k =
o0). Ademas, las derivadas parciales de orden superior de x(t,ty, xg), consideradas como
funciones de t satisfacen problemas de Cauchy andlogos a los del teorema precedente.
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Corolario: dependencia de parametros. Supongamos que f: 2 x A C R x R" x
RF — R™ es una funcién de clase C*, k > 1, sobre el conjunto abierto Q x A. Entonces
r = x(t,tg,x0,\) es de clase C* sobre © (véase la definicién de ©). Ademds, todas
las derivadas parciales de x(t,to,xo,\) de orden superior, consideradas como funciones
de t, satisfacen ciertos problemas de Cauchy que se pueden determinar. En particular

U(t) = g)\ (t,to,x0), t € (a,w) es la solucién del problema de Cauchy,
of
/r_ —J R
{U = (b0 (), VU + S5 (1, 20(0), 3)
Ul(ty) =0,

donde xy(t) = x(t,tg,x0) y 0 representa aqui la matriz nula de dimensiones n X k.

Ejemplo. Si consideramos el problema de Cauchy escalar (z € R) con un pardametro real
(A € R) y queremos calcular la derivada de orden dos:

0%x

m(t» to, o),

xwok(t) =

diferenciando una vez la ecuacion obtenemos,

% (xmo) = f;(taxO(t)v )‘)xazo'

Derivando otra vez con respecto de A,

0
a (Ilfxo)\) = f:/c(tv :Bo(t), )‘)xwo)\ + fglc/x(t7 l’o(t), )\)ijol')\ + f;:cl)\(t7 l‘o(t), )\)233;0,
e, Ox ox
en donde ahora z,,) es la funcién incégnita, z,, = o y Ty = N ya se han calculado
Lo

previamente. Noétese que como ademads x,,(to,to, zo, A\) = 1 entonces z,, satisface la
condicién inicial,
Tzox(to) = T (to, o, To, A) = 0.



