CAPITULO 1
ANALISIS MATEMATICO V
INTRODUCCION Y METODOS ELEMENTALES

1. Ejemplos

Ejemplo 1.

Se puede afirmar que la teoria de ecuaciones diferenciales nacié en torno al siguiente prob-
lema: “determinar la evolucién x(t) de una particula de masa m sometida a un campo
de fuerzas F' = F(x), F : R® — R3, cuando se conocen su posicién y velocidad inicial:
x(ty), 2’ (o) € R3”. En otras palabras, hallar la solucién del problema,

mx” = F(x)
x(to) = xo (1)
.’L‘/(to) =T,

donde los datos del problema son xg,z; € R? y el campo de fuerzas F'(z). En el caso de la

fuerza gravitatoria creada por un cuerpo de masa M en el origen x =0, F(x) = -G %x

(G es la constante de gravitacién).

Ejemplo 2. El oscilador armonico con un grado de libertad

Es un caso particular del anterior con z € R, F(x) = —x (Ley de Hooke). La conclusién
m&s importante es que genéricamente, las ecuaciones diferenciales admiten infinitas solu-
ciones.

Propiedad 1. Para xg,x1 € R dados, el problema

x(to) = w0 (2)
ZL‘/(to) =1,

admite una unica solucion.

Ejemplo 3. Teorema fundamental del calculo

Recuérdese el siguiente resultado (cf. por ejemplo Spivak, Calculus) “Si f = f(¢),f :
[a, B] — R es continua entonces la funcién F(t) = f; f(s) ds es derivable en [« ] (en «
por la derecha y en [ por la izquierda) y ademds F'(t) = f(t),Vt € [a, 8]”. Se deduce de
aqui el siguiente resultado.

Propiedad 2. Sea f : (a,b) — R continua. Entonces el problema,

{x _ 5 o
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2 I. METODOS ELEMENTALES

admite, cualesquiera que sean xo € R y tg € R, una tnica solucién definida en (a,b).

Ejemplo 4. Ley de crecimiento de Malthus
Si z(t) representa el nimero de individuos de una poblacién bioldgica, entonces el cociente
3; ((tt)) se llama tasa de crecimiento de la poblacién. La poblacién sigue la ley de Malthus si

dicha tasa es constantemente k, k > 0.

Propiedad 3. EI problema

{ x' = kx(t) 0

z(to) = wo,
admite una tnica solucion.

También es razonable suponer que la tasa de crecimiento de la poblacién es sensible a
cambios estacionales. Por ejemplo k = k(t) una funcién T-periédica. Otra de las maneras
en que pueden aumentar o disminuir los efectivos de una poblacién es en virtud a proce-
sos migratorios o mediante capturas (pesca, caza, cosecha) realizadas sobre aquella. La
ecuaciéon

x/ = k?l‘ + g(t)7

representa esta situacion. El término ¢ tiene dimensiones de nimero de indviduos por
unidad de tiempo.
Para su uso posterior incluimos la siguiente propiedad:

Propiedad 4. La ecuacion diferencial,
o' (t) = ka(t) + g(t)

admite, para cada funcion continua g € C'(R) una tinica solucién x(t) que satisface x(0) =
0. A saber:

x(t) :/0 eFt g (1) dr.

Es natural en muchos casos que ademas ¢g(t) sea periddica. Un buen ejercicio es el siguiente.
Fjercicio Demuéstrese que para cada g € C(R) periddica, i. e. Vit € R: g(t +T) = g(t),
donde T > 0, la ecuacién diferencial precedente admite una tnica solucién periddica x(t).
Ejemplo 5. Crecimiento logistico

Si la tasa de la poblacion es Z/((tt)) = k — ax(t) se dice que la pobacién sigue la ley de

crecimiento logistico o de Verhulst.

Propiedad 5. Para cada ty € R y ¢y € R, el problema,

{1” = x(k — ax)

Qf(to) = X,

()

admite una tunica solucién. Ademads, dos de las soluciones de la ecuacion (las que corre-
sponden, respectivamente, a los datos iniciales xo = 0 y xo = k/a) son constantes.

Ejemplo 6. Datacion por C14. Véase documento anexo.
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2. El problema de Cauchy

Sea f: QCRxR* — R™  continua, {2 C R xR"™ un abierto, diremos que el par
—

(¢, 2) f(t,x)

(z,I),donde I es un intervalode Ry x = z(t), = : I R™ una funcién diferenciable,
t

H
—  x(t)
es una solucion de la ecuacién diferencial

¥ = f(t,z), (1)

si

(a) Vtel:(t,z(t)) €,

(b) Vtel:xz'(t) = f(t,z(t)).

En el contexto de las ecuaciones y sus aplicaciones se conoce a f(t,x) como el “campo”
asociado a (1).

Observaciones. La definicion resalta que debe tenerse en cuenta el dominio de definicién
I de los candidatos a solucién. Cuando la solucién se construye de manera tedrica, ésta
sOlo esta definida en un pequeno intervalo que va prolongandose paulatinamente. I puede
ser cualquier tipo de intervalo a condicion de que tenga interior no vacio. Las derivadas
en los extremos se consideraran laterales. El concepto de soluciéon introducido, amén de
aparatoso, lleva a especulaciones triviales del tipo siguiente. Si (x,I) es una solucién de
(1), entonces dicha solucién genera infinitas més. En efecto, para cualquier subintervalo
J C I, si defino y = |, (es decir, la restriccién de z a I'), entonces (y,.J) también serd otra
solucién de (1).

Definicién. Para f(t,x) como antes el problema de Cauchy con datos iniciales (tg, xg) €

Q C R xR":
{x = f(t,xz) @)

Z’(to) = X9
consiste en hallar una solucién (z, 1) de ' = f(t,x) tal que ty € I y z(to) = xp.

Observaciones. Volviendo a la observacién anterior, nétese que entonces el problema intere-
sante consiste en hallar aquellas soluciones (z*, I*) de (2) que extiendan a todas las otras
posibles solcuiones (x, I) de dicho problema. En el capitulo 3 se analizara esta cuestién en
profundidadad. Conviene también clarificar qué se entiende por el hecho (casi obvio) de
que (2) admita una tnica solucién.

Definicién. Se dice que el problema de Cauchy (2) tiene la propiedad de unicidad
de soluciones si, cualesquiera que sean las soluciones (x1,11), (x2,12) de (2) entonces
ZCl(t) = (132(15), Vte I)NIs.

Ejemplo. El problema de Cauchy,

o s

z(0) =0,
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admite al menos dos soluciones. Una de ellas es (z1,11), con z1(t) = 0,I; = R, otra

es (z2,I3) donde x5(t) = signo(t)%, siendo signo(t) = —1 (respectivamente 0,1) si ¢t <
0 (resp. =0, > 0). Recalquemos que lo notable es que el problema de Cauchy tenga mas

de una solucién; por la breve experiencia que se tiene, las ecuaciones diferenciales admiten
siempre infinitas soluciones.

Observaciones. Mas adelane se demostrard que si el problema de Cauchy (2) tiene la
propiedad de unicidad de soluciones entonces (2) admite una tnica solucién maximal

(z*,I") en el sentido de que si (z,I) es otra solucién entonces I C I" & x = .

En las aplicaciones es muy frecuente el siguiente tipo de ecuacién diferencial,
k) = G(t,x,x’,...,x(k_l)) (1)

donde,
G: QCRxRF — R

(tvy()vyb cee ayk—l) - G(tayanlv s 7yk—1)7

Q) es un abierto de R x R¥ y G es continua. Una solucién de (1)’ es asimismo un par (=, I),
I un intervalo de R y = x(t) una funcién que admite derivadas hasta el orden k en I, tal
que,
a) (t,z(t),..., 2 D(#)eQ, Vtel,
b) z®(t) = G(t,x(t),z'(t),...,*" (@), Vt € I

Se dice que (1) es una ecuacién diferencial de orden k. En realidad, dicho tipo de
ecuaciones se puede expresar en la forma (1).

Propiedad 2.1. Toda ecuacion de la forma (1)" es equivalente a una cierta ecuacién
de la forma (1)

Demostracion. Supongamos que z(t) es una solucién de (1)" definida en el intervalo I.
Entonces la funcién z(t) = (z1(t), z2(t), ..., zx(t)) = (z(t),2'(t),...,z* 1 (¢)) es solucién
de:

!/

Th =13

(3)

z = G(t,x1(t),. .., zx(t)).

ecuacién de la forma (1), concretamente 2’ = f(t,z) donde f = (fi,...,fx) es f1 =
Ty, [ = G(t,x1,...,2). Por otra parte, si (Z,I) es una solucién de ésta tltima,
Z(t) = (x1(t),. .., zk(t)), entonces x1(t) (6 (x1,1)) es solucién de (1)'. O

Curvas isoclinas. Cuando la ecuacién (1) es escalar, i. e. x(t) € R, Q C R?, entonces las
soluciones x(t) de la ecuacién

r = f(t,ac),

definen curvas en el plano. La pendiente de una solucién x(t) que en el punto ¢t = ¢y vale
x(to) = xo vendra entonces dada por m = f(tg,xg). Por eso, para m fijado, el conjunto

Iy = {(t7x> < Q/f(t,l‘) = m}
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se denominara curva isoclina, siempre que Z,, sea una curva (ver el Teorema de la Funcién
Implicita). En efecto, todas las soluciones que cortan a Z,, lo hacen con pendiente m.
Ejemplos. FEstudiense las curvas isoclinas de las siguientes ecuaciones: a) =’ = x, b)
¥ =t2+z,c)r =x—22d) 2’ =12+ 2%

Poligonales de FEuler. Las poligonales de Euler son las aproximaciones mas inmediatas
de las soluciones del problema de Cauchy (2) (f(¢,z) en las condiciones del comienzo del
epigrafe). La idea consiste en aproximar la grafica de una solucién (¢, x(t)) en un cierto in-
tervalo [a, b] (donde se supone definida) mediante una poligonal de vértices Py, Py, ..., Py.

Para ello se construye un algoritmo que permite calcular el punto P; de la poligonal a
partir del P;_;. Asi, conocida la regla de paso P;_; — P; sélo necesitamos conocer P,
para obtener Py, ..., Py tras aplicacion de la regla N veces.

Primeramente se divide [a,b] en N partes {to = a,t; =to+ h,...,txy =tg+ Nh = b}
donde h = b’Ta se denomina el paso del algoritmo. Por otra parte se toma Py = (to, zo),
es decir, los datos iniciales del problema de Cauchy cuya solucién vamos a aproximar.
Finalmente, conocido P;_1 = (t;—1,z;—1), el punto P; = (t;,x;) se deduce mediante las
ecuaciones

ti=tici+h, z,=xz_1+ f(Pi_1)h.

Noétese que los tramos que enlazan x; 1 con z; en la poligonal, se recorren con velocidad

f(Pi1).

3. Métodos de integracion elemental

El siguiente resultado se conoce de cursos anteriores aunque quizas bajo un aspecto di-
ferente del que vamos a considerar. El problema principal consiste en probar la existencia
de soluciones y de una ecuacién G(a,y) = 0 donde « es un pardmetro. En algunos casos,
para un valor particular aq es facil resolver la ecuacion, y en efecto podemos hallar una en
particular yg. Bajos ciertas condiciones —que se precisan a continuacion— se puede probar la
existencia de otras soluciones y proximas a yg, para valores de o préximos a ag. Se puede
garantizar ademas que en esas condiciones de proximidad dichas soluciones son tnicas.
Por eso, el proximo resultado constituye el prototipo de teorema de existencia y unicidad.

Teorema de la Funcion Imlicita. Sea F': U C R" x R™ — R™ U un con-
(xy)  — F(y)
junto abierto de R™ x R™, una funcién de clase C*. Supongamos que existe (xq,yo) € U
tal que

F(3U07y0) = 0.

¢ oF . . OF -1
Supongamos ademéds que a—y(xo,yo) es nosingular, o lo que es lo mismo, Ela—y(x()?yo) )

Entonces, existen €, > 0 y una funcién C1, g: B.(zg) — R™ tal que:

r = g(r)
a) (Existencia de soluciones) Yz € B.(x) los pares (x,y) = (x, g(x)) son soluciones de la
ecuacion:

F(z,y) = 0. (1)
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b) (Unicidad de soluciones) Las tinicas soluciones (x,y) de (1) en el conjunto Bc(xq) X
Bs(yo) son las que se indican en a). Es decir, si (z,y) € Be(xo) X Bs(yo) es solucién de
(1), entonces 3z € B.(z) tal que y = g(x).

Teorema de existencia y unicidad, ecuaciones en variables separadas. Sean
p=p(t), p:(a1,a2) = Ry q=q(x), q:(b1,b2) — R funciones continuas, de forma que
q(x) # 0, para cada x € (b1,bs). Entonces, Yty € (a1,a2),x9 € (b1,b2) el problema de
Cauchy

,_ plt)
q(z)
.’,E(to) = Xy,

admite una iinica solucién definida en un cierto intervalo (o, w).

Obsérvese que el teorema no da informacién sobre el dominio de existencia («,w) de las
soluciones. El siguiente ejemplo muestra que en general no es cierto que (o, w) = (a1, az).
Ejemplo 1. Héllese el dominio de existencia de las soluciones del problema,

= x2
{ z(tog) = xo.

Ejemplo 2. Recapitilese el dominio de existencia de las soluciones del problema (5).
Obsérvese la influencia de la posicion incial xy sobre dicho dominio. En particular, con-
sidérense los rangos (a) zo <0, (b)) 0< 29 < £y (¢) zg < £,

Ecuaciones Homogéneas. Supongamos que f : (aj,a2) — R es continua. Una ecuacién
diferencial homogénea es aquella cuyo “campo” o segundo miembro tiene la forma f(t,x) =

f(%) Es decir,
x
/
= f(=).
74
Nétese que la ecuacién estd definida en los sectores (uno y su opuesto) Q = {(¢t,z)/a1 <

7 < az}. Dichas ecuaciones se reducen a ecuaciones en variables separadas cuando se

(1)

introduce el cambio de variable u(t) = —~ En efecto, para (to,zo) € el problema de
Cauchy,
r—
o= 1)
.CC(to) = Xy,
es equivalente a,
U/(t> _ f(u) —u
t
Zo
to) = —2.
ulto) = 4

Ejemplo. Haéllese la solucién del problema,

d
v =yt 24 y?

dx
y(1) =0.
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Ecuaciones Lineales. Consideremos la funcién continua f : 2 C R x R — R maés general,
con la propiedad de ser lineal en x. Tal f serd de la forma f(t,x) = a(t)x, con Q =
(a1,a2) x Ry a(t) continua en (aj,az). Una pequena variante de tal f es, a su vez,
f(t,x) = a(t)x + b(t), donde b(t) también es continua en (ai,as). La ecuacién,
' = a(t)r, (H)
se dice lineal y homogénea, mientras que

' =a(t)x + b(t), (NH)

se dice la no homogénea asociada a (H).

Propiedad 3.2. Para cada (tg,z¢) € (a1,a2) x R el problema
' =a(t)z
1’(t0) = X0

Rt
2(t) = zge to M T

admite por 1inica solucion a

Propiedad 3.3.
a) Siyi(t), y2(t) son soluciones de (NH), entonces la diferencia x(t) = y1(t) — y2(t) es una
solucion de (H).
b) Si z,(t) es una solucién fijada de (NH) entonces Vx(t) solucion de (NH) 3 y(t), una
cierta solucion de (H), tal que z(t) = z,(t) + y(t).
c) Y(to,xo) € (a1,a2) x R el problema,

{ ' =a(t)r + b(t)

l‘(to) = X9

tiene por solucién tnica a

Rt d t Rt
2(t) = zge to ) 9 +/ e s 4T dTh(s) ds.

to

Nota. Se conoce a esta expresién como la formula de variacion de las constantes de La-
grange, de la que se dara la correspondiente versién para ecuaciones lineales de orden
superior.

Ejemplos. Estudiense las soluciones de las ecuaciones,

a) ' + costx =0

b) o'+ er = e

¢) (1+ )2 +te = (1+12)2
Observaciones.
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Las soluciones de las ecuaciones lineales (H) y (NH) existen donde estén definidos los
coeficientes, es decir en (aq, asz). Si, por ejemplo, éstos pueden extenderse por continuidad
a un intervalo mayor (a1, az), (a1,a2) C (@1, az), entoces cada solucién de (H) o (NH) en
(a1,a2) puede extenderse con unicidad a dicho intervalo (ejercicio). Sin embargo, si los
coeficientes a(t) o b(t) no pueden extenderse continuamente méas alla de (a1, asz), porque
presentan alguna singularidad en uno de los extremos, en general, las soluciones tampoco
podran ser prolongadas. Véanse los siguientes ejemplos.

Ejemplos.

a) ' = —%x + t%, t > 0 (ninguna solucién es regular cuando ¢t — 0+).

b) 2’ = —\/sz + et > 0 (todas son regulares en t — 0+).

c)x = —%x+cost+ sl ¢ > 0 (algunas de las soluciones son regulares cuando t — 0+).

Ecuaciones de Bernouilli y Riccati
Tras el caso lineal, donde el segundo miembro f(¢,z) de una ecuacién escalar es lineal en
x, el siguiente nivel en complejidad corresponde a f(t,x) polinémica en z:

flt,x) =ap(t) +ar1(t)x + -+ an(t)x",

donde los coeficientes a;(t), 1 < ¢ < n, son funciones continuas de t en un intervalo
(a1,a2) C R. Sin embargo esta es una clase demasiado amplia de ecuaciones como para
poder ser estudiada desde el punto de vista elemental del presente capitulo. De hecho, el
Unico caso que es integrable elementalmente es

¥ =ai(t)r +a,(t)z"”, (n> 2).

Dicha ecuacién (llamada de Bernowilli) se trata mediante el cambio de variable,

para llegar a:
y' = (1 —n)ary+ (1 —n)ay,.

El problema:
' = a1 (t)z + a,(t)z"
l’(to) = T,

es equivalente entonces a:

y = (1 -n)ar(t)y + (1 —n)an(t)y"
y(to) = 5",

siempre que xg # 0. Obsérvese que si zg = 0, z(t) = 0 es la solucién del problema (P).
Como en el caso de la ecuacién logistica, se demuestra que Vzg € R,tg € (ay,a2), (P)
admite una tnica solucion.

Si ag(t) #Z 0 en la expresion de f(t,x) correspondiente a n = 2 la ecuacién resultante
tiene la forma

x' = ao(t) + ar(t)z + ag(t)z?,
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y se la llama ecuacién de Riccati. A mediados del siglo XIX Liouville demostré la imposi-
bilidad de integrar elementalmente dicha ecuaciéon. Es decir, expresar sus soluciones como
el resultado de aplicar un nimero finito de veces los operadores algebraicos estandar y el
de integracién sobre las funciones elementales (la exponencial, las trigonmétricas, y sus
inversas) y los coeficientes de la ecuacion.

Sin embargo, si se conoce explicitamente una solucién z((t) de la ecuacién de Riccati,
entonces ésta se puede integrar elementalmente. En efecto, el cambio y(t) = x(t) — zo(t)
lleva a la ecuacion de Bernouilli siguiente,

y'(t) = (a1(t) + 2a2(t)zo(t)y + a2 (t)y®.

Ejemplo
Estudiense las soluciones de la siguiente ecuacion,

¥ = —tr+ 2%+ 1.

Ecuaciones Exactas. En términos generales se dice que una una ecuacién escalar z’ =
f(t,z) es exacta en (2 si sus soluciones x(t) hacen constante a una cierta funcién escalar,
es decir:

V(t,x) =c (c constante), (E)

para una cierta funcién V(¢,z), de clase C! en €. Por tanto, las soluciones z han de
cumplir la ecuacién:

Vi + Vo' =0.

Sin embargo, la naturaleza local de las herramientas que vamos a utilizar, requiere una
definicién mas flexible.

Definicién. Sean P,Q : Q — R continuas en un dominio Q C R?, Q(¢, ) # 0 para cada
(t,z) € R2. Se dice que la ecuacién diferencial 2’ = ggzg es exacta en ) si V(t,x) € Q,
JU C Q, entorno abierto de (t,z) y V(t,z) € C1(U,R) (V posiblemente dependiente de

U) talesque P=V, y Q = -V, en U.

P(t,x)

Teorema. Supongamos que la ecuacion diferencial ¥’ = oGa) © exacta en ). En-
)

tonces, Y(to,zo) € 2 el problema,

z(to, z0) = o,
admite una unica solucién que localmente puede escribirse en la forma,

V(t,x) = ¢ (constante).
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Teorema. Sea 2 C R? un dominio, y sean P,Q € C*(Q,R?) tales que,
P.+Q:;=0 en.

e . P(t
Entonces, la ecuacion diferencial x’ = QE ti; es exacta en €.

Observaciones.
a) Es frecuente encontrar las ecuaciones exactas expresadas en la forma,

M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0. (A)

Este tipo de ecuacién debe interpretarse geométricamente como la que satisfacen las curvas
del plano cuyo vector tangente (dz,dy) es, en cada punto, ortogonal al vector:

(M(z,y), N(z,y)).

Exceptiando quizéas algunos puntos excepcionales, dichas curvas son las soluciones de la
ecuacion:

dy _ M(z,y) B
w_ Loy, ()
dz N(z,y)
oM  ON
Por eso (A) es exacta si B - Oa Sin embargo, si V(z,y) es una funcién que satisface
Yy x

las ecuaciones V, = M y V,, = N, no debe leerse (A) como la anulacién de la diferencial
de V' (que implicaria que V es constante). Lo que si sucede es que V' es constante sobre
las soluciones de (B).

b) De la demostracién se desprende que una posible solucién V (¢, x) del sistema de ecua-
ciones: V; = —P(t,z), V, = Q(t,x) (hay infinitas soluciones V' (¢,z) que en cada compo-
nente conexa de () se diferencian en una constante) es:

Vi(t,x) = —/tP(G,:I:O) do + /m Q(t,s) ds,

to

o también,

t T
Vol(t,x) = —/ P(6,x) d9+/ Q(to, s) ds.
to xo
Ambas expresiones coinciden en un entorno de (%o, xg). Podria pensarse que su valor comiin
V(t,x) puede extenderse a todo el dominio €. Sin embargo, una condicién necesaria y
suficiente para que esto suceda es que €2 sea simplemente conexo.
En este caso podemos definir V (¢, x) como:

V(t,x) = / —P dt + Q dxz,
r

donde I' es cualquier arco continuo que conecte (tg, o) con (t,z). Si € no es simplemente
conexo la afirmacion es falsa como muestra es siguiente ejemplo.
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Ejemplo. Consideremos el dominio
Q={(r,y) eR?:0< 2? +¢y* < 1}.
No existe una funcién C!, V = V(z,y), definida en todo € tal que:

ov Y oV x

Or 22+ 2 By a2 +y?

En efecto, si tal V existe y I es la circunferencia de radio € € (0, 1) orientada positivamente,
por ejemlo (x,y) = e(cost,e sen t), 0 < t < 27, resulta que:

Yy T
- d dy = 2.
/1“ r? + 52 $+x2+y2 e

Sin embargo, tal integral deberia ser cero pues:

2T
Yy T
/f‘_$2+y2 dx+x2_|_y2 dy:/ov {VxﬂUl"’Vyy/} dt = 0.

Por tanto V no puede existir.
Un dominio maximal dentro de {2 donde puede construirse V' es por ejemplo {2 menos
un radio.
Factores integrantes.
Se deduce del teorema previo que, en general, no todas las ecuaciones son exactas. Sin
embargo, dada la ecuacién:
,_ Ptz

- Q(t,z)’

con Py @ definidas y continuas en un dominio 2 C R?, se dice que una cierta funcién real
p = p(t, z) es un factor integrante de (C) si la ecuacién equivalente:

(©)

,_ pPt

T = ———,

pQ(t, )

~—

es exacta en ). Siendo u, Py @ de clase C! en ) es evidente que:

(1P)z + (Q): = 0,

constituye una condicién necesaria y suficiente para que u(t,x) sea un factor integrante
de (C) es. Tal relacién define una ecuacién en derivadas parciales de primer orden. Puede
probarse que siempre existen tales factores integrantes, aunque en la generalidad de los
casos no pueden calcularse explicitamente. Por otra parte, se demuestra en un curso de
ecuaciones en derivadas parciales que la resolubilidad de tal ecuacién para p equivale a la
de la ecuacién original (C) (método de las carcteristicas). Es decir, el tratamiento de los
factores integrantes no simplifica el problema de la existencia de soluciones.
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Ejemplos. La ecuacion,

1

2t + — d

Z‘/ — X (/: _)
t 1 dt
2
es exacta.
La ecuacién:
/__-Ty2+m2y2+3 (/_ i)
4= 2y Cdx

—2x

admite a p(x,y) = e~ ** como factor integrante.

4. Ejercicios complementarios

1. Considérese la ecuacion diferencial

du t+u-+1

dt  t—u+3

Estudiar un cambio de variable de la forma U = u + k, 7 = t + k que permita resolver la
ecuacion.

2. Demuéstrese que la ecuacion diferencial,

du at+bu+m

dat ct+du+n’

puede reducirse a casos elementales. Para ello es conveniente distinguir entre ad — be # 0
y ad — bc = 0. Estudiense como aplicacion las soluciones de las ecuaciones diferenciales:

(1+t—2y)+ (4t -3y —6)y' =0 (t+2y+3)+ (2t +4y — 1)y =0.

d
3. Para P, Q € C1(Q) se considera la ecuacién P(x,y)+Q(x, y)d—y = 0, la cual suponemos
x
oQ
Y

es exacta. Pruébese que P(z,y) — [, a—(a:, s) ds es una funcién que sélo depende de la
x
variable z.

4. Sean I' y IV dos curvas planas. Se dice que I es homotética a I' si existe A > 0 tal

x
it %) € I siempre que (z,y) € T".
Probar que las curvas definidas por dos soluciones de una ecuaciéon homgénea:

que (Az, A\y) € IV cuando (z,y) € I' y reciprocamente, (

dy ..y
%_f(.%)’

: . o o dy
son siempre homotéticas. Disciitase el caso de la ecuacion —— =

Y
r T



