Analisis Matematico V. Curso 2003-2004.
Capitulo IV.

1. Sea A = A(t) una funcién matricial continua con t € J, J = (a,b) y A(t) € Myxn.
Sea por otra parte X (t) = col [x1(t),...,x,(t)] con las x; : J — R™ derivables. Pruébese
que se satisface la ecuacién matricial X’ = AX si y sélo si cada una de las z; satisface la
ecuacién z’ = Ax.

2. Sea A la matriz:

b

Il
O = O
= o O
o O O

Evaluar sen A, cos A, exp A.

3. Se considera la serie s(\) = A + A2 + -+ ;Bajo qué condiciones se puede definir s(4),
A€ Myxn(R)?

4. Se considera la familia de funciones S = {e*?,... e*!} donde \; # \; para i # j.
Pruébese que S es linealmente independiente en C'(R). La misma cuestién si consideramos
la familia ligeramente mas grande, S; = {eM?t, ... tmi—leMt et gme—ledetl
Ai # Aj para i # j.

5. Sean ¢y, ...,y soluciones de la ecuaciéon de orden n y coeficientes continuos:
2™ 4y ()2 4 4 a,(t)z =0, (1)
definidas en el intervalo (a,b). Pruébese que {p1,...,¢,} es linealmente independiente

si y sblo si el Wronskiano W (p1,...,¢,) # 0 en cada punto del intervalo (a,b). A tales

efectos utilicense los correspondientes resultados para sistemas tras reconvertir (1) a dicho

formato.

6. Supongamos ahora que los coeficientes de (1) son constantes: a;(t) = a; mientras:
PO =A@ N b a, = (A= A)™ (A =A™

Pruébese que la familia S; del problema 6 define un sistema fundamental de soluciones. Si

los a; son todos reales y A es una raiz compleja A = a+ ¢ de p con multiplicidad m, como

A también es raiz, pruébese que la substitucion en todos los casos de raices complejas A

del grupo {eM, ... tm=ler et tmTLleA) por

{e* cos fBt,. .., t" L™ cos Bt, e sen Bt, ..., t" 1™ sen (t}
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da lugar a un sistema fundamental de soluciones real.

7. Calcilese un sistema fundamental de soluciones para las ecuaciones:

'+ —6x = ™ + 52" — 36 =0
2" 4+ 2z" — 52 —6x =0 2" —22 +52x =0
() — " — 9" — 112’ —dax =0 2" +4x =0

() 4 92() 1 242" + 162 = 0 (D% — 2D +5)%x = 0.

8. Las ecuaciones de la forma:

se llaman ecuaciones de Euler. Se reducen a coeficientes constantes mediante el cambio de
variable:
t=¢e".

De acuerdo con esta estrategia hallese en los siguientes casos un sistema fundamental de
soluciones de las ecuaciones correspondientes.

22" — 3ta’ + 42 =0 (t+1)%2" +(t+ 12’ —2=0

22" =2’ +2x =0 (2t +1)%22” —2(2t+ 1)z’ — 122 =0
32" +te' —x =0.

9. (Método de variacién de las constantes: ecuaciones escalares). Sea {®1,...,¢,} un
sistema fundamental de soluciones de la ecuacion:

™ 4 a; ()™ - Fan(t)r = 0. (1)
Considérese la funcién z(t) definida por

2(t) = cr(t)pr(t) + -+ calt)enlt),

donde las ¢;(t) satisfacen el sistema:

01 . On ch 0
Y1 e Py ch 0
gDgn—l) . 301(?_1) C/n f(t)

Para f € C(a,b) demuéstrese que tal z(t) define una solucién de la ecuacién no homogénea:

™ 4+ a1 ()™ 4t an, )z = f(1).



Como aplicaciéon calcilese una solucién de las ecuaciones:

2" + 32" — dx = te=? " + (a+b)x' + abx = f(t)
x” 4+ 4x = 2costcos 3t y"'—y ==z
y" — 8y = €'® y) + 16y = cosx

Y — 4y + 6y — 4y +y=e" Yy —y=cosx
y// _ 2iy’ —y= elt _ e—it.

10. (Método de coeficientes indeterminados). Sean £ y Ly los operadores diferenciales
lineales de coeficientes constantes:

L= iaka L= ilel.
k=0 =0

El objetivo del problema es hallar una solucién particular de la ecuacion:

Lx = f(t). (2)

Para ello se admite que existe un operador £1 (cuyos coeficientes habra que determinar en
la practica para una f dada) tal que

L:(f) = 0. (3)

a) Demuéstrese que si Lo = L1 o L entonces Loz = 0 si x satisface (2).

b) Demuéstrese que el polinomio caracteristico de L5 es el producto de los correspon-
dientes polinomios de Ly L.

c) Sea x la solucién general de Lo(x) = 0 ;Serd también z solucién de (2)? Dése un
ejemplo de que la respuesta es en general negativa.

d) Utilicense las ideas precedentes para hallar una solucién particular de las ecuaciones

siguientes:
y" + 4y = cosx y' —y — 2y =2 +cosx
Yy + 4y = sen 2z y" 4+ 9y = x%e3®
y" — 4y = 3e%* + 4e~7 y' +y = xe® cos2x

y" + iy + 2y = 2cosh 2z + e~ 2% y" =2?+e % sen x.
y/// + 3y” + 3y/ + Yy = :U26_m

11. Sea L = )Y, _, arD* un operador diferencial de coeficientes constantes a; € C, p
supolinomio caracteristico.

(1) Calciilese una solucién particular de la ecuacién:

L(z) = e



suponiendo p(a) # 0 (ensayar x = Ae®).
(2) La misma cuestion, todavia con p(a) # 0 para,

L(x) =t"e,

[Indicacion. Derivar con respecto a A la expresion L[e* /p(N)].]
(3) La misma cuestién si p(a) = 0 (en este caso ensdyese x = At™e).

12. Se considera la funcién:

-1 z€[-m0]
fA)=q 1 zel0n]
0 J|z|>m

y el operador diferencial Ly = y” + y. Hallar una solucién de Ly = f en los puntos de
continuidad de f.

13. Se considera el operador:
Ly=y"+ay +ay  a; €R
Sea w tal que p(+iw) # 0 con p el polinomio caracteristico de L.
(1) Demuéstrese que para A € R, L(y) = Ae'“® admite una solucién de la forma:
a .
¢($) — : ez(wa:—a),
[p(iw)]

donde p(iw) = |p(iw)| exp(icv).

(2) Sea ¢ = ¢(x) una solucién de L(y) = Ae™* mientras ¢; = Re, g2 = S¢. Pruébese
que L(¢1) = Acoswz, L(¢p2) = A sen wz.

(3) Sean L, R, C, E, w constantes positivas. Pruébese que la ecuacién

1
Ly" + Ry + av= E coswz,

admite una solucién de la forma ¢(x) = B cos(wzr — ).
(4) Supéngase que R2C < 2L. Hallese el valor de w para el que B es maximo en (3).

14. (El fenémeno de la resonancia). Se considera la ecuacién

y" + w?y = Acoswzx A>0,w>0.

(1) Calctlense sus soluciones en t > 0.
(2) Estudiese el comportamiento de las soluciones cuando t — +o0.
(3) Dibujese la grafica de la solucién ¢(x) correspondiente a ¢(0) =0, ¢’(0) = 1.



15. Supongamos que las dos raices del polinomio caracteristico del operador lineal Ly =
y" +a1y’ +azy estan en el semiplano Rz < 0 mientras b € C[0, +00) satisface sup,~ |[b(t)]| <
+00. -
(1) Pruébese que toda solucién de Ly = b estd acotada en t > 0.
(2) Demuéstrese que si lim;_, ;. b(t) = 0 entonces toda solucién de Ly = b también
satisface la condicién lim; 1~ y(t) = 0.

16. Calcular la forma canénica de Jordan, la matriz de paso y la exponencial e!4, t € R,
de las siguientes matrices,

(1)

A:(afb 2) a,beR.
(2) -
A:(a__% Hb), a,b € R.
(3)
A= (2“1“ 2a__11> . abeR

. Para qué valores de a es nilpotente la matriz?

17. Hallar la solucién general del problema de Cauchy,
{ ' = Ax + b(t)
Xz (to) = Xy,

para las elecciones: A cada una de las matrices del ejercicio anterior, tg = 0, zg = (o, 3) €
R2, b(t) = (t,t?), b(t) = (cost,0), b(t) = ( senh ¢, cosht).

0 b a b
a=(55) a=(50)

A

18. Sean,

Calcular e y como aplicacién e

19. Se considera el sistema:

{x’:ax—i-by {x(()):xg
y' =—bx+ay y(0) = yo.

Hallese la solucién general del problema de Cauchy procediendo de la forma siguiente:

(1) Reduzcase el sistema a una ecuacién de segundo orden.

(2) Héllese un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién resultante para pro-
ducir una matriz fundamental normalizada en ¢ = 0.

(3) Dése una solucién alternativa al ejercicio anterior
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20. Calctilese la forma canénica de Jordan J, una matriz de paso P y la exponencial e*4
de cada una de las siguientes matrices 3 x 3.

(1)

—_
—_
w0

N
I
|
—_
=~
|
—_

S
I

o
w
o

S

I
oo w
2 wo
w o e

21. Resuélvanse los problemas de Cauchy siguientes (cotejar los resultados del ejercicio
anterior):

(1)
=4 +y+z z(0) =
vy =2r+3y+2z+ sent y(0) =—1
2/ =2x—y+5z 2(0) = 0.



¥ =3x+z+e ((2(0) =1
y =3y+i y(0) =2
2 =y+3z | 2(0) = —1.
(3)
' =3x—z z(0) =«
y =4y +z y(0) =5
2= -2y +2z [ 2(0) =7,

donde a, 3, v € R. ;Pueden ser complejos «, 3, v7

22. Resolver las cuestiones del ejercicio 20 para las matrices que se indican.

(1)

2 1 -2 1
02 -1 1
00 1 1
00 0 1
(2)
2 1 -1 1
02 0 1
00 2 1
00 0 2
(3)
2 0 -1 0
02 1 2
00 2 1
00 0 2
(4)
2 1 -2 0
02 1 2
00 2 1
00 0 2
(5)
2 -2 1 -2
1 4 —4 -2
0 0 1 -2
0 0 1 3
(6)
1 -2 2 =2
1 3 -3 -2
0 0 1 -2
0 0 1 3



1 -2 3 =2
1 3 -3 -1
0 O 1 -2
0 O 1 3
(8)
2 0 00
1 2 0 0
1 0 2 0
1 -1 1 2
(9)
2 0 0
1 2 0 0
1 3 -1 0
1 2 1 -1
(10)
a—b b 0 0
—2b a-+b 0 0
1-2b b a—2>b b
-2b 2b+1 —2b a+b
(11)
-1 2 0 0
-4 3 0 O
-4 3 -3 3
-4 6 -6 3
(12)
1 0 0 O
1 1 0 0
01 1 0
01 3 -2
(13)
3 0 0 O
0 3 0 O
0 0 3 0
0 0 5 =2

23. Se considera el sistema:



a) Calculese una matriz fundamental, hallando la solucién general del problema de
Cauchy con datos en ty = 0 y término de perturbaciéon

b(t) = (1,t,0, sen t).

b) Hallese la solucién del problema homogéneo (b = 0) sin recurrir a la matriz funda-
mental.

24. Héllese la solucion del problema de Cauchy:

xh =211 — 2w9 + 3 — 224 z1(0) =a
xh = x1 + dwe — 4wy — 224 x2(0) = b
xh =3 — 214 z3(0) = ¢
xy = a3+ 314 x4(0) =d,

con a,b,c,d € R.

25. Se considera el sistema lineal,

x) =231 — 2w9 + 623 — 324
xh =4z — 2x9 + 623 — Sy
x5 = 3x3 — 314

x)y = 6x3 — 3x4.
Analicense sus soluciones periddicas jCuantos tipos de soluciones periédicas admite?
26. Sea A € M,,«,(C). Demuéstrese que:

det et = ltraza At t € R.

27. El siguiente resultado tiene interés en teoria de control. Decimos que una funcién f
es continua a trozos en el intervalo [a, b] si existen puntos tg =a < t; < --- <t, =bcon f
continua en cada (t;_1,t;) y de forma que f admite limites laterales en cada uno de los t;
(en a sélo se requiere la existencia de f(a+), en b, lade f(b—)). Sean A = A(t) € M, (C),
b = b(t) € C™ aplicaciones continuas a trozos en [a, b]. Fijado ty € [a,b], o € C", pruébese
la existencia de una solucién continua y C! a trozos del problema:

{ o' = A(t)z + b(t)
l‘(to) = X,

que estd definida en todo el intervalo [a, b]. Pruébese asimismo que la solucidn se representa
en la forma x = ®(t)x¢ donde ® € M, «,, es una matriz fundamental continua y C! a trozos.
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Ecuaciones de sequndo orden

28. Se considera la ecuacién diferencial de segundo orden:
y" +ar(x)y + az(z)y =0, (1)

donde los cofecientes son funciones continuas definidas un intervalo I C R. Busquese
una funcién ¢ de forma que al introducir la nueva funcién incognita y; ligada a y bajo
la relaciéon y = ¢y1, la ecuacion resultante en y; no presente el término en la derivada
primera ¥y}, es decir para que (1) se transforme en:

yi +a(z)yr = 0.

29. Pruébese que la ecuacién:
y" +a1(x)y + az(x)y =0,
admite una solucién u de la forma:
T
u= exp/ p(s) ds
zo

si y sblo si p = p(z) satisface la ecuacién de Riccati:

/

y' = —y® —a1(x)y — az(x).

Este resultado viene a decir que las ecuaciones lineales de segundo de orden no son en
general integrables elementalmente.

30. Sean {¢1, P2}, {11,192} sistemas fundamentales de soluciones de la ecuacion:
y' +ai(2)y’ +az(z)y =0,

mientras W (1, ¢2), W (1)1,12) son los correspondientes wronskianos. Mediante cémputo
directo demuéstrese que:

W(p1, ¢2) = EW (¢1,12),

para cierta constante k. ;Por qué ya resulta conocida esta conclusiéon?.

31. (*) Se considera la ecuacién de Hill,
vy +a(t)y =0,

donde a = «(t) es periédica de periodo T. Sea {¢1,¢2} un sistema fundamental de
soluciones normalizado en ¢ = 0, mientras W = W (¢, ¢2) designa su wronskiano.
(1) Probar que W(t) = 1.
(2) Probar que la ecuacién admite una solucién periédica (no trivial) de periodo T si
y s6lo si ¢1(T") + ¢4(T) = 2. Similarmente, pruébese que la ecuacién admite una
solucién y que cumple y(t+7T) = —y(t) para cada t siy s6lo si ¢ (T)+¢h(T) = —2.



11

32. Demostrar que todos los ceros de soluciones de una ecuaciéon de segundo orden son
simple, por tanto aislados.

33. (*) (Teorema de Sturm). Se consideran las ecuaciones de segundo orden:
y' +a(z)y =0, (1)

y" +b(x)y =0, (2)

cuyos coeficientes son funciones continuas en un intervalo («, ) donde b mayora estric-
tamente a a, es decir a(z) < b(x), = € (o, 3). Sea y, una solucién arbitraria de (1) que
admite dos ceros consecutivos x1 < x4y en el intervalo (a, 3). Demuéstrese que toda solucién
yp de (2) exhibe un cero en el intervalo (z1,z2). Para ello pruébese que

(Yo¥l, — Ypya)' = (b — a)yays.

Lo que lleva, cualquiera que sea y; a la relacion:

Y (22)ys (@2) — yp(@1)yg (x1) > 0,

de lo que debe deducirse que y, debe anularse en (x1,x3). Como aplicacién probar que
todas las soluciones de la ecuacion y” + xy = 0 presentan infinitos ceros en el intervalo
(0, +00).

34. Con las ideas del problema anterior demostrar si y;, y2 son dos soluciones indepen-
dientes de la ecuacion:
y" +a(x)y =0,

entonces, entre dos ceros consecutivos de y; existe un tinico cero de ys.

35. Hallar un sistema fundamental de soluciones de la ecuacion:
1
1
Yy + 1 zy=0
4x2 ’
en = > 0 sabiendo que y; = /2 es una solucién. Para ello obsérvese que si se conoce una
solucién particular ¢ de una ecuacién:

y' +ai(z)y’ +az(z)y =0,
el cambio y = ¢y, permite reducir en una unidad el orden de la ecuacion.

36. Considérese la ecuacién.
y" +a(x)y =0,

donde a es continua en x > 0. Pruébese que si a(x) > ¢ > 0 todas sus soluciones oscilan
infinitas veces en x > 0. Pruébese sin embargo que para que se dé este comportamiento
no basta con la condicién més débil a(z) > 0.



