Analisis Matematico V. Curso 2003-2004.
Capitulo III.

1. Se considera el problema:
{ Yy =y -+ z? seny
y(0) =1,

A € R. Pruébese que admite una tnica solucion definida en todo R. Hallese una estimacién
del error cometido cuando la solucion se substituye por la del problema:

Lo

en el intervalo |z| < 1.

2. Se considera:

y =t+y+ey? P)
y(0) =1,
y el problema aproximado,
o ()
y(0) =1. ’

a) Suponiendo que la solucién de (P) estd definida en el intervalo [0, ], satisfaciendo
ly(t)] < K, K > 0, héallese una estimacién del error cometido al substituir la
solucién de (P) por la de (Py).

b) Siy(t) es la solucién de (P) priebese que y(t) > 1, y/(t) > 0, y"(t) > 0 para t > 0.
Probar que,

y(t) > 14+ (1+e)t t>0.

c) Pruébese que la solucién y(t) de (P) satisface:
y >ey® t>0,

por lo que el intervalo maximal de existencia a la derecha [0, w) es finito y cumple
w< —.
€
d) Pruébese que la solucién y(t) de (P) satisface:

Yy SAEY  t>0,

1
con A(e) =1+¢e+ o Deduzcanse de ahi valores para [ y K en el apartado a).
€
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3. Se consideran los problemas:

Yy =zy+y" y' =y
1 1
y(0) y(0) = 75

" 10

1
(1) Pruebese que la solucién y(z) del primero estd definida en |z| < 5 en donde satisface

1
(o)l < .
(2) Demuéstrese que una estimacion del error al aproximar el primer problema por el
segundo es:
1 - 2
(o) — 556721 < (e - 1),

4. La desigualdad de Gronwall establece que si:

t

y(t) < a(t) +/ bs)y(s) ds o <t<p, (1)

(6%
donde a, b, y son continuas, b > 0, entonces,

t

y(t) < alt) -I-/ a(s)b(s)ef; blo) do g a<t<p. (2)

«

Pruébese que si a es C' y a’ > 0 en [a, ] entonces (1) implica la siguiente versién mejorada
de (2):
t
y(t) < aft)ela ) o,

5. Supongamos que f = f(xz,y,)\) estd definidaena <2 <b y e R, NER,es Cl y

satisface: of o/
—_— < — <
Iay(x,y,A)I_L aA(w,y,A)I_K,

x € [a,b], y € R, A € R. Sea y = y(x, 1) la solucién de:

{ y' = f(z,y, 1)
y(a) = yo,

en el intervalo [a, b]. Pruébese que:

K r—a
[y, A) =yl w)] < A = pl(eHmel = 1),

6. Se considera la familia de problemas:

1
/2
{y—y—m

y(0) =1,



y el problema limite:

(o2

Pruébese que mientras las soluciones de los primeros estédn definidas en el intervalo [0, 1]
independientemente de n, la del problema limite sélo lo esta en [0, 1). Este ejemplo prueba
que los dominios de existencia de las soluciones aproximadas no dan informacién sobre
el dominio de existencia de la solucién del problema limite (comparar con los resultados
tedricos expuestos).

7. Sea f:R x R — R de clase C* tal que:

(Lot

admite la solucion x = sen t. Demuéstrese que para n suficientemente grande la solucién
del problema:

{ x’:f(t,a:)—k%
z(0) =0,

tiene al menos dos ceros en el intervalo (0, 27).
Indicacion. Es relativamente sencillo probar que hay un cero en el intervalo (0,27). Para
encontrar un segundo cero demuéstrese que x,,(t) > z(t) para todo n y todo t € (0, 27].

8. Se considera la familia de funciones:
sen t sen nx

falz,t) = 2

n

(1) Hallese el limite de la sucesién f,,(z,t) justificando que el limite es uniforme en R2.
(2) Para f = lim f,, héallese la solucién de,

oo

(3) {Qué se puede decir de la solucién x,, del problema:

' = fn(t,z)
{ 2(0) = =2

n2

9. Sea f:R xR xR — R una funcién de clase C!, designando por x = x(t,tg, 2o, \) la
solucion del problema:
{ ' = f(t,x, \)

x(to) = xg.



Admitamos que para A = A\, x(t,to, o, Ag) presenta k ceros simples en el intervalo (a, b).

Pruébese que x(t,tg,xg, A\) también exhibe k ceros simples en dicho intervalo siempre que
|)\ — )\0| < E.

10. En los problemas que siguen = = z(t, to, g, A) representa la solucién del problema:

(1)

{ o' = f(t,z,\)

z(to) = xo.

Calcilense, justificando su existencia, todas las derivadas parciales de primer or-
den de x(t,tg, 0, A) en (t,to,x0,\) = (t,to, 0, 0), siendo z(t, tg, g, A) la solucién
general del problema:
{ =22+ B
z(to) = xo.

Los mismos célculos para:

en (t,to,zo,\), zo =1, A = 0.
La misma cuestion para:

{ ¥ =z(l—-2)(x—a)
x(tg) = o,
en (t,tog, o), Tog = .

Calcular las derivadas de primer orden de la solucién general x(t, to, zg, €) del prob-

lema,
{ ' = x? + et?
x(to) = xo,

en € = 0.
La misma cuestion para la solucién general del problema:

{fzww—@

le(to) =Xy,

en los puntos (t,to, o) = (¢,t0,0), (¢, %0, z0) = (¢, %0, 1)

11. Sea z(t,to, xo, z(, ) la solucién del problema:

{x”+5x’2+:c:0

z(to) =xo ' (to) = xp.



Héllense todas las derivadas parciales de primer orden de x(t,to, xo, 2, €) para € = 0.

12. Para f = f(t,x,)\) de clase C? en R x R x R hallense algunas de las derivadas
parciales de segundo orden de la solucién general x = x(t, to, xg) del problema de Cauchy
' = f(t,x, ), z(tg) = xo.

13. Sea f € C1(Q), Q un abierto de R%. Demiiestrese que existe la derivada dz/dx¢ de
la solucién general x = x(t,tg, xg) del problema de Cauchy z’ = f(t,z,\), z(tg) = =g,

Ox ., c
estableciendo asimismo que la funcién z(t) = —(¢,tg, o) es la solucién de la ecuacién

8560

variacional z’ = 8—(75, x(t,tg, xo))z sometida a la condicién inicial z(tg) = 1.
T

14. El problema

se toma como aproximacion de

)
/: )\
{y v+ 1+ y?
y(0) =1,

en el intervalo x| < 1 Héllese una estimacion del error.

Ejercicios suplementarios. Los tltimos cuatro ejercicios sintonizan con el capitulo de
ecuaciones lineales y se resolveran mejor una vez se haya estudiado éste.

15. Se considera el problema:

{:L’"+5x’+ senz =0 | ‘<7r
x —.
z(0) =x9 2'(0) = zy, 019

(1) Pruébese que las soluciones estdn definidas en todo R y que ademads satisfacen la

desigualdad:

1 1
51"2 +1—coszx < 51‘62 +1 — cos o,

para t > 0.
(2) Utilicese la desigualdad para estimar el error cometido cuando la solucién del prob-
lema se aproxima por la del problema,

{ ' 4+x=0
z(0) =x9 2'(0) = zy,

que como bien se sabe viene dada explicitamente por z(t) = o cost + x, sen t.
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16. Sea A = A(t) una funcién matricial continua definida en R mientras x = z(t,y) es la

solucién de:
{ = A(t)x
z(0) = y.

Si X (t) = —(t,y), pruebese que X satisface:

Ox
ay
i) X(0) = I (la matriz identidad n x n).
i) X'(t) = A(t) X (t) para todo t € R.

17. Se considera el problema de Cauchy:

Ty = —11 21(0) = 1
Ty = —x3 + 11 22(0) =y
xh = x3+ 11 x3(0) = ys.

Héllese la solucién x = z(t,y) y pruébese que si f(z) designa el segundo miembro de la

— (t,y) es una funcién matricial que satisface:

Iy
i) X{(t) = A(t)X1(t) para todo t € R donde A(t) = f'(x(t,y)).
ii) X;(0) = I (la matriz identidad n x n).

ecuacién entonces X (t) =

18. Héllese la solucién x = z(t,y) del problema:

Ty =27 z1(0) =0
xh =11 + 219 x2(0) = yo
xhy =x1 + 3x2 — 3 23(0) = y3
Ty =21+ 220 + 23 — x4 24(0) = yy.

x
evaluando asimismo la derivada parcial —(¢,y).

oy

19. Sea (z(t,xo,y0),y(t,x0,y0)) la solucién del problema:

{y:x—ﬁ—xy {mm:xo

y'=—y+ay

Héllense las derivadas x1(t) = 67(15, 1,0), y1(t) = T(t, 1,0).



