METODOS NUMERICOS II - FACULTAD DE MATEMATICAS
CURSO 2002-2003

PROBLEMAS TEMA 4

1. Sea A una matriz cuadrada de orden n, real y no singular. Sea || - ||, una norma vectorial en
R™. Definimos ||z||« = ||Az|,, € R™. Probar que || - ||« es una norma vectorial de R".

2. Sea A una matriz de orden n x n. Probar que la norma de Frobenius

" 1/2
F(A) = ||Allr = (Z |aij]2> ,

ij=1

es una norma matricial compatible con la norma euclidea.

n
3. Probar que la norma matricial inducida por la norma vectorial ||z|[; = E |z;|, = € R™ viene
i=1
dada por

n

1Al = 1%%2 a5 -
1=

4. Sea |||, una norma matricial en R™*", el espacio de matrices reales de orden n x n. Considerar
el vector v = (1,0,...,0)" € R™. Probar que || - |, : R* — R definida por |z, = [|zv” ]|
es una norma vectorial en R" compatible con la matricial dada. ;Cudles serian las normas
vectoriales correspondientes a las normas matriciales || - || y || - [|[2? Probar que existen infinitas
normas vectoriales compatibles con || - ||y,

5. Probar, para x € R"”
(@) [zl < [lzlly < v/ [l

(b) f[zllee < lzll2 < v ]l
() llzlloo < flzfly <7 f|2]loo

6. Probar, para A = (a;;) € R™"
(a) [[4f2 < [[Allr < v [[All2
(b) max;; |a;;| < [[All2 < n max;; |ay]
(©) 75 Al < [IAll2 < v [|Allo
(d) == Al < [[A]l2 < Vo [[AlL
)

(e) [IAll2 < V[l ][ All

7. Sea A una matriz de orden n X n.

(a) Probar que si A es hermitiana entonces [|A||2 = p(A).



(b) Probar que si U es unitaria del mismo orden que A entonces

[AUlz = [UA]l2 = [[All2-

8. Sea {A®W}2, una sucesién de matrices cuadradas de orden n. Se dice que la sucesién tiene por
limite A, matriz cuadrada de orden n, si lim ||[A?”) — A|| = 0 para alguna norma matricial.
71— 00

(a) Probar que la convergencia de una sucesién de matrices es independiente de la norma

matricial.
(b) Explicitar la caracterizacién de la convergencia usando la || - ||;.
9. Sea /
1/2 0
A‘( 11%)'
iSe cumple que lim A™ = 07

m—00

10. Probar para los nimeros de condicién K,(A4) = [|A||,[|A7Y,, A € R™*"

(a) £ Ka(A) < Ki(A) < nKy(A)
(b) 5 Keo(A) < Ka(A) < 1 Keo(A)
(¢) ;7 Ki(A) < Kuo(4) < n? Ky (4)

n2

11. Sean las matrices de orden n, n >3y a >0

a+1l -+ a+1 a
Al o
a+1 a a
a a a—1
—a 0 0 1 a
0 0 1 -1 0
B = 0
o .- 0
1 -1 0
a 0 0 —(a+1)

(a) Demostrar que B = A~
(b) Computar el nimero de condicién K., (A).
(c) Sean Ax =by A(x + dx) = b+ 0b dos sistemas de ecuaciones lineales. Calcular = y db de

manera que se verifique
166l
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12. Sea € > 0. Counsiderar la matriz

_ I 1+e
A_(l—e 1 )

Si se emplea la norma || - || v € = 0.01, jcudntas veces mayor puede ser la perturbacién relativa
en la soluciéon de Az = b para una perturbacién relativa en b?

100 99
A( 99 98)'

(a) Calcular los ntimeros de condicién cond(A), para p = 1,2, co.

13. Sea

(b) Calcular los autovalores y autovectores de A. Partiendo de ellos, comprobar que la matriz
estd mal condicionada.

(c) Dar una interpretacién geométrica del mal condicionamiento.

14. (a) Probar que si A es unitaria entonces cond(A)s = 1.

(b) Sea A € R, X\ # 0. Probar que cond(AA) = cond(A).



