METODOS NUMERICOS II - FACULTAD DE MATEMATICAS
CURSO 2002-2003

PROBLEMAS TEMA 1

. Dados vectores u; = (1,2,1), us = (1,1, 3), obtener un tercer vector us tal que {uy, us, uz} sea
una base ortogonal. Normalizar estos vectores para obtener una base ortonormal.

. Sea ¢(z) la forma cuadrética asociada a A € R™*™.

a) Demostrar que si A es antisimétrica, entonces ¢(x) = 0.

b) Si A es una matriz cualquiera y definimos
1 1
A1=§(A+AT)7 A1:§(A_AT)>

entonces A = A;+ As. Demostrar que A; es simétricay < Az, x >=< Ayjx,x >, Vo € R™.
Esto demuestra que la matriz de coeficientes A de una forma cuadratica puede suponerse
siempre simétrica sin pérdida de generalidad.

. Sea W un subespacio vectorial de R". Para x € R", definimos

p(x) = infyewllz = yll2.
Sea {uj,...,u,} una base ortonormal de W. Extendemos esta base a una base ortonormal,

{ur, .. tm, ..., uy}, de R™

a) Demostrar que:

1

n 2

p(x) = ( > | <zuy > \2>
Jj=m+1

T

y que se alcanza de forma unica en y = Px, donde P = Z;n:l ujuj .

b) Demostrar que P? = P.

c) Demostrar que PT = P.

d) Demostrar que < Px,z — Pz >=0, Vz,z € R".

e) Demostrar que ||z|% = || Pz|3 + ||z — Pz|3, Vo € R™

. Se dice que A es una matriz de proyeccion si A2 = A. En tal caso, {cémo son los autovalores
de A?

. Encontrar los autovalores (o valores propios) y autovectores (o vectores propios) de las matrices:

23 0 —1 -2
2 10 2 10
c=lo0o21], D=[020
00 2 00 2



6.

7.

10.

11.

12.

13.

14.

Sean A y B matrices semejantes. Probar:

(a) Los polinomios caracteristicos de A y B coinciden.
(b) Conocidos los valores y vectores propios de A, calcular los de B.

(c) Traza(A)=Traza(B), det A = det B.

Probar las siguientes propiedades:

(a) Traza(A) = Z Ai, siendo {\;} los autovalores de A.
i=1

(b) Sea A invertible. Si X es un valor propio de A, entonces ™! es un valor propio de A~1.

(c) det A= H)\j.
j=1

Probar que si {A1,...,\,} son autovalores distintos de una matriz A de orden n > m, y
{v1,..., vy} son sus respectivos autovectores, entonces {vy,...,v,} son linealmente indepen-
dientes.

Sea y € IR" — {0}. Considerar la matriz de orden n x n, A = yy’. Probar que A = 0 es un

valor propio de A de multiplicidad exactamente n — 1. ;Cuél es el otro valor propio de A?

Sea A una matriz hermitiana de orden n x n. Probar que A es definida positiva si y sélo si
todos los valores propios son reales y positivos.

Sea U € C".

a) Demostrar que ||Uzxl||s = ||z]|2, V2 € C".
b) Si U es ortogonal, probar que < Uz, Uy >=< z,y >, x,y € R™.

¢) Demostrar que todos los autovalores de una matriz unitaria estdan sobre la circunferencia
unidad.

Hacer la descomposicion de Schur para la matriz

2 1
1 3
01

N = O

Obtener la descomposicion de Jordan para la matriz

1
0
0

O =N
= w O

Dado un vector w € IR", tal que w”w = 1, definimos la matriz A = I — 2ww?”. Probar que A
es simétrica y unitaria.



