Calculo Numérico 1
Curso 2002-2003
Coleccién de Problemas

Capitulo 3. Aproximacion en minimos cuadrados

1. Sea V = C([0,1]). Hallar la mejor aproximacién por minimos cuadrados de f(t) = t* en
el conjunto de las funciones de la forma at + 3 + v/t, considerando en V' la norma || - [|.

2. Sea {q1, q2, - - -, ¢n} una base de un subespacio vectorial finito dimensional de un espacio
pre-Hilbert H. Demostrar que la matriz de Gram es simétrica y definida positiva

3. Hallar la mejor aproximacién por minimos cuadrados de la funcién f(x) = J/x € C([-1,1])
en Py. Sien C([—1,1]) consideramos el producto interior:

(o) Si< frg>= [ fa)-glx)dr

0) < fig>= [ @) gle) 2=

En ambos caso determinar la desviacion minima.

4. A pesar de que la funcién f(t) = ln(%) se hace infinito cuando t — 0, puede aproxi-
marse en [0, 1], por polinomios tanto como uno desee en el sentido de minimos cuadrados.

Demostrar que
1 ) 1
Mn(ln(g)) = gelllpﬂl If = pl2= ntl

Resultando necesario para dicho objetivo las siguientes igualdades;

1 1 1 1 1 st g=0
LA(t)dt = ,/Ltlfdt: i
/o (0 2] +1 0 j(>n(t> {j((ji)l) si j>0
5. En el espacio de las funciones continuas C(|—m,7]) se considera la norma || - [|a. Si

denotamos por 7 el conjunto de polinomios trigonométricos de grado a lo sumo N.

(a) Determinar la mejor aproximaciéon en 7 de la funcién f(z) = z y la desviacién
minima.

o0 -1 J

(b) Usando el resultado del apartado anterior demostrar que : » 2( . +)1 = Z

j:0 .]

(c) Repetir el primer apartado para la funcién f(z) = |z|.

e’} 1 7.[_2
d) Utilizando los resultados del apartado anterior demostrar que : —_— = —
(d) p d ]2_:0 (2j+12 8



6.

10.

11.

12.

La forma bilineal

<fog>= [ F(Dgt) (t+2)e at
define un producto escalar en el espacio V' de las funciones f € C([0,00)) tales que
< f, f >< +o0.
(a) Hallar los cuatro primeros polinomios ortogonales moénicos respecto a < -, - > .

(b) Dada la funcién f(t) = t*¢*, hallar la mejor aproximacién minimo cuadratica a f
en Ps.

|+

(c) iSe puede realizar el apartado (b) para la funcién f(t) = tez 7.

Demostrar que si {P,} cIN es la sucesion de polinomios ortogonales monicos con respecto
a

al producto escalar < f, g >= / f(z)g(z)w(x)dz, con a € RT\{0}, y si w es una
—a

funcién peso par, entonces {F,(—)}, -y es una sucesién de polinomios ortogonales con
respecto a la misma funcién peso, y P,(—x) = (—1)"P,(x).

Sea P, el polinomio de grado n, ortogonal respecto del producto escalar

<fog>= [ fg) () dr

siendo w una funcién peso. Sean zy, xs,..., T, los ceros de P,. Demostrar que los
polinomios fundamentales de Lagrange asociados a dichos ceros, es una base ortogonal en
P, 1.

Dada la relacién de recurrencia a tres términos g1 (t) = (t—ay) -7, (t) — Bp - mp—1(t) , k =

0, 1,... que satisfacen los polinomios ortogonales ménicos {m(-;w)}, v asociados a la
b
funcién peso w en [a, b], donde [y = / w(t) dt. Demostrar que

a

|17ell30 = B Br—1--- B0, k=0,1,2,...

Si denotamos por PY al conjunto de todos los polinomios ménicos de grado n. Y m,(+;w) es
el n-ésimo polinomio ortogonal ménico asociado a la funcién peso w en [a, b]. Demostrar

que
b

b
/a wg(t)w(t)dtg/ Pl wt)dt , per’.

a

Lo que quiere decir que el n-ésimo polinomio ortogonal ménico es el de norma minima.

i, Cual es la mejor aproximacién por minimos cuadrados de la funcién f(¢) = 0 en [a, b]
en el conjunto de los polinomios de grado n ménicos con la norma || - ||2,,7, v en P, 7.

Los polinomios de Tchebyshev de segunda especie se definen para t € [—1,1] como :

sen((n+1)0)

Un(t) = sen(6) ’

t=cos , 0¢€l0,7]



(a) Demostrar que se verifica la siguiente relaciéon de recurrencia a tres términos:
Un+1(t) = 2tUn(t) - Un—l(t) , n Z 1 s Uo(t) = 1, Ul(t) =2t.

En particular, U, es un polinomio de grado n.

(b) Demostrar que paran > 0 el polinomio U, tiene la misma paridad que el subindice n.
Hallar las raices de U,,. Probar la siguiente relacién con los polinomios de Tchebyshev
T,.

/

T.(t) =nUy,_1(t) , n>1.

n

(c¢) Demostrar que

1
/ Un(t) - Un()V1 — £2dt = gémm .

-1
., Se puede decir que {U,}, vy forman una sucesién de polinomios ortogonales
monicos 7. Obtener una base ortonormal de P,, con respecto al producto escalar

< f,g>= /_11 ft) vV1—t2dt.

13. Sean P, los polinomios de Legendre:

1 d

Polo) =1 Bulo) = Gt

(2 —1)"], n>1.

(a) Probar que para k =0,1,...,n—1es [}, 2*P,(x)dx = 0.

b) Prob L Py(a)de — )

(b) Pro arque[lx () x—m.
1 2

(c) Probar que /_lpf(x)dx =il

(d) Probar que (n+ 1)P,41(x) = (2n + 1)zP,(z) — nP,_1(z).

[De lo anterior se deduce que los polinomios de Legendre son ortogonales respecto de la
funcién peso w(z) =1 en [—1,1]]

14. Hallar la expresion de los tres primeros polinomios de una sucesién de polinomios ortog-
onales respecto al producto escalar

(f,9) = /07r f(z)g(x)dx .

15. Probar que los polinomios de Chebyshev T,(z), n > 0 son ortogonales respecto de la

funcién peso 1/4/1 —z? en (—1,1).

16. Hallar el polinomio de segundo grado mejor aproximacién por minimos cuadrados de la
funcién y = x'/3 en [~1, 1] con funcién peso igual a 1. Calcular el error.



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Calcular el polinomio de grado < 2 que mejor aproxima a f(z) = cos(z), = € [0,7]
con norma || - ||z. Usar primero polinomios ortogonales. Resolver también el problema
mediante el célculo directo.

Obtener la mejor aproximacion en norma || - [|2,, de la funcién f(z) = ze® mediante
polinomios de grado < 2 en [0,2] usando el peso w(x) = x. Obtener el error.

Los polinomios de Laguerre son los polinomios ortogonales respecto de la funciéon peso
w(x) = e en el intervalo [0, 00). Sabiendo que Lo(z) = 1, calcular Ly, Lo y L3 por el
procedimiento de ortogonalizacion de Gram-Smith. Usar estos polinomios para calcular el
polinomio de minimos cuadrados de grado < 3 que aproxima a las funciones f;(x) = e~*/?

y fo(x) = sin(z)/x.

Encontrar la mejor aproximacién || - ||z, de la funcién f(x) = el*l en [-1,1] por polinomios
de grado < 3 respecto del peso w(z) = 1/4/1 — 22. Calcular el error.

Hallar el polinomio de segundo grado mejor aproximacion por minimos cuadrados con-
tinua ponderada de la funcién y =| 2 | en [~1, 1] usando como funcién peso (1 — z2)~'/2,
Calcular el error. Resolver la misma cuestién con polinomios de grado no mayor que 1.

Probar que las funciones trigonométricas 1, cos(t), sin(t), cos(2t), sin(2t),... son ortog-
onales respecto de la funcién peso w(t) =1 en [0, 27].

Sea E el espacio de funciones reales continuas en el intervalo [—7, 7] con el producto
escalar

(f.9) = | f@)glz)da.

—T

Hallar la expresién de la mejor aproximacién de f en el subespacio engendrado por {1,
cos(x), sin(z), ..., cos(mzx), sin(mz)}.

Hallar el polinomio de grado no mayor que 1 mejor aproximacion por minimos cuadrados
en los puntos -1, 0, 1/8, de la funcién y = z'/3. Calcular el error.

Considérense los datos de la siguiente tabla:

x40 45 50 55 6.0 65 7.0 7.5
f(x)]22 35 40 60 65 7.3 82 87

Calcular el polinomio de segundo grado que mejor aproxima estos datos. Calcular el error
cuadratico y comparar con el ajuste lineal.

Construir los tres primeros polinomios de una sucesién de polinomios ortogonales usando
el producto escalar

(.9) = F(=Dg(=1) + F(0)g(0) + F(3)al3) + F(L)g(1).



27. Comprobar que las funciones 1, cos(x), sin(z) son ortogonales respecto del producto
escalar

(f.9) = kZ_) f(zr)g(xr)

con zj = kmw/2. Como aplicacion, hallar en el conjunto de los polinomios trigonométricos
ap + ay cos(x) + by sin(x) el que mds se aproxima a y = x en el sentido de los minimos
cuadrados en los puntos xy = kn/2, k =1,2,3,4.



